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Kaotiéno nihanje Froudovega nihala
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UvoD

V zadnjih dveh desetletjih so raziskave poka-
zale, da se lahko zelo preprosti sistemi obnaSajo
kaotiéno. V prejinjem ¢lanku o deterministiénem
kaosu [1] smo Ze opisali razloge za taksno obnaSa-
nje in omenili, da ga lahko pri¢akujemo tudi v
disipativnih sistemih, med katere splosno sodi tudi
vedina delovnih strojev. Namen tega ¢lanka je po-
kazati primer zelo preprostega stroja, ki kaZe ka-
otiéno obnaanje, ter opozoriti na podobnost s teh-
nigkimi sistemi. Pri tem obravnavamo delovni stroj
kot splo$no dinamsko strukturo, ki prejema ener-
gijo in jo porablja z delom. Dinamiko takega si-
stema lahko splo$no predstavimo z gibalnimi enag-
bami

dx/dt = F(x,t, p) 1),

kjer pomeni x ¢asovno odvisen vektor stanja in p
skupek znaéilnih strojnih parametrov. Stroje, ki
delajo stacionarno, lahko opiSemo s funkcijo F, ki
ni odvisna od &asa. V tem primeru pravimo da je
mehanski sistem avtonomen. V uvodnem ¢lanku [1]
smo omenili, da se avtonomni sistemi lahko obna-
Sajo kaoti¢éno, ¢e je vektor stanja veé kot dvodi-
menzionalen [1—5]. Za predstavitev kaotiénega ob-
nadanja smo izbrali sistem s samo dvema bistve-
nima deloma: rotorjem in nihalom (sl. 1). Energija,

Sl. 1. Skica mehanske naprave

ki jo dobiva elektri¢no gnan rotor, se porablja pri
trenju med rotorjem in nihalom. Dinamiko izbra-
nega mehanskega sistema lahko popiSemo s fizikal-
nim zakonom (1), ki se nanaSa na tridimenzionalni
fazni prostor. Razvoj kaotiénega nihanja pri¢aku-
jemo zaradi spodrsavanja [6] pri torni sklopitvi, ki
pomeni hkrati nestabilnost in izrazito nelinearnost
sistema. Zaradi nelinearnosti refujemo ustrezne di-
ferencialne gibalne ena¢be numeriéno. Tako dob-
ljeni tasovni poteki gibanja, v skladu s pri¢ako-
vanji, kaZejo kaoti¢no obnaSanje, ki se odvija v
omejenem delu faznega prostora — ¢&udnem
atraktorju. V ¢&lanku so lastnosti éudnega atrak-
t_orja kakovostno predstavljene z njegovimi pro-
jekcijami na znaé&ilne fazne ravnine, koli¢insko pa
s korelacijsko dimenzijo. Dinamske lastnosti giba-
nja so okarakterizirane s spektralno gostoto. Le-ta
je odvisna od jakosti sklopitve med rotorjem in

nihalom, ki je osnovni kontrolni parameter sistema.
Vpliv tega parametra je viden iz bifurkacijskega
diagrama, ki kaZe odvisnost amplitude fluktuacij
od sklopitve.

FORMULACIJA MODELA
Gibanje izbranega sistema preprosto opiSemo s

éasovno odvisnima kotoma zasuka iz ravnovesne
lege za rotor in nihalo: ¢, @2 Njuno ¢asovno
spreminjanje je dolo¢eno z dinamskima ena¢bama,

J1 (il’.)l =—T 5 Trmot (2):
3,

kjer pomeni J vztrajnostni moment, indeks 1 pa se
nana$a na rotor. Za maso m, gravitacijski pospe-
Sek g, dolzino nihala ! in moment sil Ty je upo-
rabljen standardni zapis.

O dinamiki sistema nadalje odlo&ata funkcijski
odvisnosti momenta motorja in momenta trenja od
dinamskih spremenljivk. Za mnogo elektromotor-
jev je znatilno, da se vrtilni moment pri povete-
vanju hitrosti vrtenja ¢; zmanjSuje proti dolo¢eni
vrednosti wn,. Najpreprosteje to lastnost popiSemo
z linearnim nastavkom

Tmot(@1) = D(wm — ¢1) = B—D ¢ (4).

Tu pomenita B = D @y, zvrnilni moment in D na-
klon karakteristike (sl. 2). Pri opisu torne sklo-
pitve med rotorjem in nihalom moramo upoS$tevati,

T /
a =
(=)

Js @2 = —m g lsin(gz) + T

Mo}

Sl. 2. Empiriéne karakteristike sistema

da je moment trenja odvisen od relativne hitrosti
gibanja @ med obema deloma. S povetevanjem te
hitrosti se moment najprej zmanjsuje, dokler hi-
trost ne doseze neke znaéilne vrednosti wg, nakar
se zatne zopet povelevati. Tak$no odvisnost kako-
vostno prikazuje skica na sliki 2 in jo je mogoce
najpreprosteje opisati z nastavkom

3]

(0])]

Y ey Tﬂ(C( _1)2+ 1) sgn(w)  (5).

Pri tem pomenijo w = ¢4 — ¢» drsno hitrost, My,
C in oy pa eksperimentalno ocenjene konstante. Z
nermaliziranim ¢asom T = t wyp in generaliziranimi

koordinatami
SR T3 = @2 (6)

Iy = g T2 = @z

dobi sistem diferencialnih enaé¢b obliko (1):
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To = x4 (7,
Fiik poekpic, S (®),
T2 = X3 9),
&3 = — Cs sin(xz) + Cs f (10),

f = (Ca(lxy —x3| — 1)* + 1) sgn(x; —x5) (11).

Kotni pomik rotorja ap ni bistven za opis dinam-
skega stanja, saj s hitrostjo stalno nara$éa, zato
bomo opazovali le sistem s tremi povezanimi ne-
linearnimi enaébami, potrebnimi za popis dinami-
ke. Parametri stroja so podani s konstantami
Ci=MiJ(Jiwe®), C:=C, Cs=B/(Jiw®), Ci=
= D/(J1 wo), Cs = m gl/(J2 wo?), Cs = Mo/(J2 we?), pri
¢emer sta C3 in C4 povezana z vhodno energijo, Cy
in Cg pa z njeno porabo pri premagovanju trenja.

Brez zunanjega vrtilnega momenta je sistem v
osnovnem stabilnem stanju in sta vektorja x in x
enaka 0. Z vkljuéitvijo gonilnega vrtilnega mo-
menta se nihalo pomakne iz zafetnega stanja in
zaéne nihati okrog nove ravnovesne lege. Pri Sibki
sklopitvi nihalo niha okrog konstantnega odmika
x20, ki ga je razmeroma lahko dolo¢iti z iteracijo
enacb (8, 9, 10). Odmik w3y posredno pomeni jakost
sklopitve med rotorjem in nihalom in zato v na-
daljnji analizi uporabljamo p = sin(xz) kot kon-
trolni parameter sistema. Poleg parametra sklo-
ritve p je smiselno doloéiti Se naslednje parametre
sistema, od katerih je tudi odvisen prehod v kaos.

k=JiJs=1
M = B/My = 10

n = wgp/wg = 0,5
22 = (wi/wo)? = 0,5
Gi=rd

S temi konstantnimi parametri stroja lahko zapi-
Semo: C;=05p, C2 =3, C3=5p, Cs=10p, C; =
=105, C; = 0,5p. Pri tem sta uporabljeni Se zvezi
Mo =pmglin o = g/l

Sistem, ki smo ga doloé¢ili, je nelinearen, zato
ne moremo analitiéno obravnavati njegovega ¢a-
sovnega poteka. Majhne odmike od metastabilne
lege in stabilnost gibanja je mogo&e analiti¢no pri-
blizno obravnavati z lineariziranimi enacbami (8,
9, 10). Stabilnost majhnih odmikov je analizirana
z opazovanjem lege korenov karakteristiénega po-
linoma v kompleksni ravnini ,,2” [7, 8]. Na sliki 3
je prikazano potovanje teh korenov v odvisnosti od
naraStanja kontrolnega parametra. Krivulja kaze,
da je sistem nestabilen za vse moZne vrednosti
kontrolnega parametra. Amplituda, v zaéetku majh-
nih odmikov, s ¢asom zaradi nestabilnosti naraséa,
zato morajo nelinearni uéinki naraStanje ustaviti,
¢e naj bo gibanje omejeno. V primeru, ko opazu-
jemo dve refitvi, ki izvirata iz sosednjih majhnih
zafetnih odmikov, se razlika med njima s &asom
veta. To je poleg nelinearnosti glavni vzrok za
moZnost razvoja kaosa. [1, 2, 3, 4]

Pri numeriénem iskanju refitev gibalnih ena¢b
smo uporabili metodo Runge-Kutta ¢etrtega reda
[9] z normaliziranim éasom vzoréenja dT = 0,1, ki
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Sl. 3. Krivulja lege koreno; v kompleksni ravnini Q
je za red velikosti manj$i od nihajnega &asa ustrez-
nega prostega nihala. Z reSitvami smo dolodili &a-
sovni potek nihanja kotnih hitrosti nihala in ro-
torja. V diagramu odvisnosti najveéjih pozitivnih
amplitud kotnih hitrosti od pocasi nara3tajoega
kontrolnega parametra p (sl. 4) opazimo razcepitve

0

rotor
08
‘gi
e
0L ="
I IL WOy
o - — -
0 015 03
7 L
08 nihalo
'GJ’
e
I 111 v v
0 i Tl Tl
Ll Ll 1 W

0 015 03

Sl. 4. Najveéja pozitivna kotna hitrost v odvisnosti od
kontrolnega parametra p, ki opisuje moénost sklopitve

Stevilke I do V oznadujejo znaéilne odseke, £ in 2y pa kot-
no hitrost rotorja in nihala

(bifurkacije), ki privedejo sistem iz harmoni¢nega
v navidezno periodi¢no in kaoti¢no gibanje. V dia-
gramu na sliki 4 so oznaéeni znaéilni odseki raz-
voja gibanja od I do V. Znotraj teh odsekov se
parameter p spremeni le za 0,006 in ga lahko
obravnavamo kot konstantnega. Na sliki 5 so po-
snetki izratunanih ¢asovnih potekov obeh kotnih
hitrosti znotraj izbranih odsekov.

Casovne poteke hitrosti znotraj izbranih odse-
kov smo analizirali s hitro Fourierjevo transforma-
cijo. Izratunane spektralne porazdelitve prikazuje
slika 6. Iz spektrov vidimo, da je gibanje na za-
éetku skoraj harmoniéno (II), nakar se zaradi ne-
linearnih uéinkov pojavijo najprej spektralni vrho-
vi pri vi§jih harmonskih frekvencah (III), nato pa
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Casovna odvisnost gibanja sistema ma odsekih I
do V
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Sl. 6. Spektralna gostota za odseke II do V v odvisnosti
od brezdimenzijske frekvence N

tudi v subharmonskem intervalu (IV). Ta proces
konéno povzrodi razvoj Sirokopasovne spektralne
porazdelitve (V). TakSne porazdelitve ustrezajo
kaotiénemu obnaSanju sistema. Posnetek V tudi
pove, da je to obnaSanje posledica neperiodi¢nega
pojavljanja zasukov nihala okoli rotorja, ki se kaZe
v izrazitih navidezno nakljuéno porazdeljenih im-
pulzih. Indikacija za razvoj tak$nega gibanja so
izrazitej§i impulzi v posnetku hitrosti rotorja na
odseku IV. Ta razvoj smo opazovali tudi s proji-
ciranjem atraktorja gibanja na razliéne ravnine
faznega prostora. Slika 7 prikazuje posnetke, ki
u_strezajo odseku IV. Osnovna znaéilnost, ki jo opa-
zimo s projekcijo v ravnino 2y — y, je, da atraktor-
ju ne ustreza ena sama zakljutena krivulja, temveé
SirSe atraktorsko podroéje. Znotraj tega obmoéja
se pojavljajo tavajode trajektorije, ki pomenijo

Sl. 7. Fazni portret: projekcija éudnega atraktorja v
fazni ravnini hitrost — pomik nihala in hitrost rotorja
— hitrost nihala

¢udni atraktor. Dimenzionalnost tega atraktorja
smo ocenili s korelacijskim eksponentom, doloéenim
v uvodnem é¢lanku in pomeni korelacijsko dimen-
zijo Da. V preglednici 1 so podane odvisnosti ko-
relacijskega eksponenta od kontrolnega parame-

tra p: Preglednica 1

I IT 111 IV \Y
p 00027 00177 02277  0,2330  0,2470
B 2.2 2,06 2,14 2,26 2,91

Ti podatki kaZejo, da se $tevilo neodvisnih di-
namskih spremenljivk, potrebnih za popis dinamike
izbranega sistema, giblje v intervalu od 2 do pri-
blizno 3. Na zatetku zato atraktor gibanja ustreza
dvodimenzionalnemu anuloidu (torusu), ki pred-
stavlja navidezno harmoniéno gibanje. Ta anuloid
(torus) se nato zaradi kaoti¢nega gibanja raz8iri na
tridimenzionalni prostor.

SKLEP

S tem primerom smo pokazali, da lahko sila
trenja povzroéi zaradi svoje nelinearnosti kaoti¢no
gibanje celo v najbolj preprostih sistemih, kjer je
izpolnjen pogoj za pojav kaosa. S podobnimi kon-
strukcijskimi znailnostmi kakor v izbranem si-
stemu, se v strojniStvu sretujemo vselej kadar se
energija iz rotorja motorja torno prenaSa na druge
dele sistema. Splos$no lahko zato priéakujemo, da
se v primerih, ko je izpolnjen kriterij nestabilnosti,
zaradi lastnosti sile trenja lahko razvije kaos. Nje-
gove znatilnosti je mogoée intuitivho razumeti, ¢e
upostevamo znaéilnosti zelo pogosto opaZenega po-
java spodrsavanja. Znaéilni primeri so razliéni od-
rezovalni stroji, ekstruderji in podobno.
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