
UDK 534.014.5:531.53 Kaotično nihanje Froudovega nihala
KORNELIJA ZGONC — IGOR GRABEC

UVOD
V zadnjih dveh desetletjih so raziskave poka

zale, da se lahko zelo preprosti sistemi obnašajo 
kaotično. V prejšnjem  članku o determ inističnem  
kaosu [1] smo že opisali razloge za takšno obnaša
nje in omenili, da ga lahko pričakujem o tudi v 
disipativnih sistemih, med katere splošno sodi tudi 
večina delovnih strojev. Namen tega članka je po
kazati prim er zelo preprostega stroja, ki kaže ka
otično obnašanje, te r  opozoriti na podobnost s teh 
niškimi sistemi. P ri tem  obravnavam o delovni stroj 
kot splošno dinamsko strukturo, ki prejem a ener
gijo in jo porablja z delom. Dinamiko takega si
stema lahko splošno predstavim o z gibalnimi enač
bami

d*/dt =  F(x, t, p) (1),

k jer pomeni * časovno odvisen vektor stanja in p 
skupek značilnih strojnih param etrov. Stroje, ki 
delajo stacionarno, lahko opišemo s funkcijo F, ki 
ni odvisna od časa. V tem  prim eru pravim o da je 
mehanski sistem avtonomen. V uvodnem članku [1] 
smo omenili, da se avtonomni sistemi lahko obna
šajo kaotično, če je vektor stanja več kot dvodi
menzionalen [1—5]. Za predstavitev kaotičnega ob
našanja smo izbrali sistem s samo dvema bistve
nima deloma: rotorjem  in nihalom (sl. 1). Energija,

Sl. 1. Skica mehanske naprave

ki jo dobiva električno gnan rotor, se porablja pri 
trenju  med rotorjem  in nihalom. Dinamiko izbra
nega mehanskega sistema lahko popišemo s fizikal
nim zakonom (1), ki se nanaša na tridimenzionalni 
fazni prostor. Razvoj kaotičnega nihanja pričaku
jemo zaradi spodrsavanja [6] pri torni sklopitvi, ki 
pomeni hkrati nestabilnost in izrazito nelinearnost 
sistema. Zaradi nelinearnosti rešujemo ustrezne di
ferencialne gibalne enačbe numerično. Tako dob
ljeni časovni poteki gibanja, v skladu s pričako
vanji, kažejo kaotično obnašanje, ki se odvija v 
omejenem delu faznega prostora — čudnem 
atraktorju . V članku so lastnosti čudnega a trak- 
to rja  kakovostno predstavljene z njegovimi pro
jekcijami na značilne fazne ravnine, količinsko pa 
s korelacijsko dimenzijo. Dinamske lastnosti giba
nja so okarakterizirane s spektralno gostoto. Le-ta 
je odvisna od jakosti sklopitve med rotorjem  in

nihalom, ki je osnovni kontrolni param eter sistema. 
Vpliv tega param etra je viden iz bifurkacijskega 
diagrama, ki kaže odvisnost am plitude fluktuacij 
od sklopitve.

FORMULACIJA MODELA 
Gibanje izbranega sistem a preprosto opišemo s 

časovno odvisnima kotoma zasuka iz ravnovesne 
lege za ro tor in  nihalo: <p\, <p2. Njuno časovno 
sprem injanje je določeno z dinam skima enačbama,

Ji q>\ =  — Tfr +  Tmot (2),

J2 ČP2 = — m  g l  sin(<pž) +  Tfr (3),

k jer pomeni J  vztrajnostni moment, indeks 1 pa se 
nanaša na rotor. Za maso m, gravitacijski pospe
šek g, dolžino nihala l in moment sil T fr je upo
rabljen standardni zapis.

O dinamiki sistema nadalje odločata funkcijski 
odvisnosti momenta m otorja in mom enta tren ja  od 
dinam skih spremenljivk. Za mnogo elektrom otor
jev je značilno, da se v rtiln i moment pri poveče
vanju  hitrosti v rten ja  čp\ zm anjšuje proti določeni 
vrednosti com. N ajpreprosteje to lastnost popišemo 
z linearnim  nastavkom

Tmot(<pi) =  D(wm — <pi) =  B — D epi (4).

Tu pom enita B =  D eom zvrnilni moment in D na
klon karakteristike (sl. 2). P ri opisu torne sklo
pitve med rotorjem  in nihalom moramo upoštevati,

Sl. 2. Empirične karakteristike sistema
da je  moment tren ja  odvisen od relativne hitrosti 
gibanja w med obema deloma. S povečevanjem te 
hitrosti se moment najprej zmanjšuje, dokler hi
trost ne doseže neke značilne vrednosti eoo, nakar 
se začne zopet povečevati. Takšno odvisnost kako
vostno prikazuje skica na sliki 2 in jo je mogoče 
najpreprosteje opisati z nastavkom

Tfr(eo) =  —------ l j  +  ljsgn(cu) (5).

Pri tem  pomenijo co =  cp\ — <̂2 drsno hitrost, Mo, 
C in eoo pa eksperim entalno ocenjene konstante. Z 
norm aliziranim  časom T = t ojo in generaliziranim i 
koordinatam i

Xo =  Cp\ X \ =  <p\ X 2 =  <P2 x% =  <p2 (6)

dobi sistem diferencialnih enačb obliko (1) :



X0 =  Xi (7),

X, =  — C! f  +  C3 +  C4 *i (8),

X2 =  X3 (9),

X3 =  — C5 sin(xa) +  C6 f (10),

f  =  (C2(|X! —  xs| —  l ) 2 +  1) sgn(x! —  ®s) (11).

Kotni pomik rotorja xo ni bistven za opis dinam - 
skega stanja, saj s hitrostjo stalno narašča, zato 
bomo opazovali le sistem s trem i povezanimi ne
linearnim i enačbami, potrebnim i za popis dinam i
ke. Param etri stroja so podani s konstantami 
Ci = M o/(J{ eoo2), C2 =  C, C3 =  B/(Ji m 2), C4 =  
=  D/(Ji to0), C5 = m g  l/(J2 eoo2), Co =  Mo/ (J2 eoo2), pri 
čemer sta C3 in  C 4 povezana z vhodno energijo, Ci 
in Co pa z njeno porabo pri premagovanju trenja.

Brez zunanjega vrtilnega momenta je sistem v 
osnovnem stabilnem  stanju in sta vektorja * in * 
enaka O. Z vključitvijo gonilnega vrtilnega mo
m enta se nihalo pomakne iz začetnega stanja in 
začne nihati okrog nove ravnovesne lege. P ri šibki 
sklopitvi nihalo niha okrog konstantnega odmika 
X20, ki ga je  razmeroma lahko določiti z iteracijo 
enačb (8, 9, 10). Odmik ceso posredno pomeni jakost 
sklopitve med rotorjem  in nihalom in zato v na
daljnji analizi uporabljamo p =  sin(x2o) kot kon
trolni param eter sistema. Poleg param etra sklo
pitve p je smiselno določiti še naslednje param etre 
sistema, od katerih je tudi odvisen prehod v kaos.

k  =  J1/J2 = 1  n =  cJm/oJo =  0,5
M =  B./Mo =  10 Q2 =  (oj 1 /  w0) 2 =  0,5

C =  3
S temi konstantnim i param etri stroja lahko zapi
šemo : Ci =  0,5 p, C-2 =  3, Cs = 5 p, C4 =  10 p, C-, = 
=  0,5, Co =  0,5 p. P ri tem sta uporabljeni še zvezi 
Mo = p m  g l  in o>i2 =  g/l.

Sistem, ki smo ga določili, je  nelinearen, zato 
ne moremo analitično obravnavati njegovega ča
sovnega poteka. M ajhne odmike od metastabilne 
lege in stabilnost gibanja je mogoče analitično p ri
bližno obravnavati z lineariziranim i enačbami (8, 
9, 10). Stabilnost m ajhnih odmikov je analizirana 
z opazovanjem lege korenov karakterističnega po
linoma v kompleksni ravnini „Q” [7, 8]. Na sliki 3 
je prikazano potovanje teh korenov v odvisnosti od 
naraščanja kontrolnega param etra. K rivulja kaže, 
da je sistem nestabilen za vse možne vrednosti 
kontrolnega param etra. Amplituda, v začetku m ajh
nih odmikov, s časom zaradi nestabilnosti narašča, 
zato morajo nelinearni učinki naraščanje ustaviti, 
če naj bo gibanje omejeno. V prim eru, ko opazu
jemo dve rešitvi, ki izvirata iz sosednjih majhnih 
začetnih odmikov, se razlika med njim a s časom 
veča. To je poleg nelinearnosti glavni vzrok za 
možnost razvoja kaosa. [1, 2, 3, 4]

Pri numeričnem iskanju rešitev gibalnih enačb 
smo uporabili metodo Runge-Kutta četrtega reda 
[9] z normaliziranim časom vzorčenja dT =  0,1, ki
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Sl. 3. K rivu lja  lege korenov v  kom pleksni ravnini Ü 

je  za red velikosti manjši od nihajnega časa ustrez
nega prostega nihala. Z rešitvam i smo določili ča
sovni potek nihanja kotnih hitrosti nihala in ro
torja. V diagram u odvisnosti največjih pozitivnih 
am plitud kotnih hitrosti od počasi naraščajočega 
kontrolnega param etra p (sl. 4) opazimo razcepitve
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Sl. 4. N ajvečja pozitivna kotna hitrost v odvisnosti od 
kontrolnega parametra p, ki opisuje m otnost sklopitve
Š te v ilk e  I  d o  V  o z n a č u je jo  z n a č iln e  o d s ek e , ß x in  ßy  p a  k o t 

n o  h i t r o s t  r o to r ja  in  n ih a la

(bifurkacije), ki privedejo sistem iz harmoničnega 
v navidezno periodično in kaotično gibanje. V dia
gram u na sliki 4 so označeni značilni odseki raz
voja gibanja od I do V. Znotraj teh odsekov se 
param eter p spremeni le za 0,006 in ga lahko 
obravnavamo kot konstantnega. Na sliki 5 so po
snetki izračunanih časovnih potekov obeh kotnih 
hitrosti znotraj izbranih odsekov.

Časovne poteke hitrosti znotraj izbranih odse
kov smo analizirali s hitro Fourierjevo transform a
cijo. Izračunane spektralne porazdelitve prikazuje 
slika 6. Iz spektrov vidimo, da je gibanje na za
četku skoraj harmonično (II), nakar se zaradi ne
linearnih učinkov pojavijo najprej spektralni vrho
vi pri višjih harmonskih frekvencah (III), nato pa



Sl. 5. Časovna odvisnost gibanja sistem a na odsekih I 
do V

tudi v subharmonskem intervalu (IV). Ta proces 
končno' povzroči razvoj širokopasovne spektralne 
porazdelitve (V). Takšne porazdelitve ustrezajo 
kaotičnemu obnašanju sistema. Posnetek V tudi 
pove, da je to obnašanje posledica neperiodičnega 
pojavljanja zasukov nihala okoli rotorja, ki se kaže 
v izrazitih navidezno naključno porazdeljenih im
pulzih. Indikacija za razvoj takšnega gibanja so 
izrazitejši impulzi v posnetku hitrosti ro torja na 
odseku IV. Ta razvoj smo opazovali tudi s proji
ciranjem  atrak to rja  gibanja na različne ravnine 
faznega prostora. Slika 7 prikazuje posnetke, ki 
ustrezajo odseku IV. Osnovna značilnost, ki jo opa
zimo s projekcijo v ravnino Qy — y, je, da atrak tor- 
ju  ne ustreza ena sama zaključena krivulja, temveč 
širše atraktorsko področje. Znotraj tega območja 
se pojavljajo tavajoče trajektorije, ki pomenijo

Sl. 7. Fazni portret: projekcija  čudnega a traktorja  v  
fazn i ravnini h itrost — pom ik nihala in  h itrost rotorja  

— hitrost nihala
čudni atraktor. Dimenzionalnost tega a trak to rja  
smo ocenili s korelacijskim  eksponentom, določenim 
v uvodnem članku in pomeni korelacijsko dim en
zijo Da. V preglednici 1 so podane odvisnosti ko- 
relacijskega eksponenta od kontrolnega param e-
tra  p:

I
Preglednica 1 

II III IV V
P 0,0027 0,0177 0,2277 0,2330 0,2470
n 2 2,06 2,14 2,26 2,91

Ti podatki kažejo, da se število neodvisnih di- 
nam skih spremenljivk, potrebnih za popis dinam ike 
izbranega sistema, giblje v in tervalu  od 2 do p ri
bližno 3. Na začetku zato a trak to r gibanja ustreza 
dvodimenzionalnemu anuloidu (torusu), ki pred
stavlja navidezno harmonično gibanje. Ta anuloid 
(torus) se nato zaradi kaotičnega gibanja razširi na 
tridim enzionalni prostor.

SKLEP
S tem  prim erom  smo pokazali, da lahko sila 

tren ja  povzroči zaradi svoje nelinearnosti kaotično 
gibanje celo v najbolj preprostih  sistemih, k jer je 
izpolnjen pogoj za pojav kaosa. S podobnimi kon
strukcijskim i značilnostmi kakor v izbranem  si
stemu, se v strojništvu srečujem o vselej kadar se 
energija iz ro torja m otorja torno prenaša na druge 
dele sistema. Splošno lahko zato pričakujem o, da 
se v prim erih, ko je izpolnjen k riterij nestabilnosti, 
zaradi lastnosti sile tren ja  lahko razvije kaos. Nje
gove značilnosti je  mogoče intuitivno razum eti, če 
upoštevamo značilnosti zelo pogosto opaženega po
java spodrsavanja. Značilni prim eri so različni od- 
rezovalni stroji, ekstruderji in podobno.
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