YU — ISSN 0039-2480

STROJINISKI VESTNIK

LETNIK 34

LJUBLJANA, JULIJ—SEPTEMBER 1988

STEVILKA 7—9

UDK 534.014.5:534.282:531.39

Kaotiéno gibanje omejenega resonan¢nega sistema
EDVARD GOVEKAR — IGOR GRABEC

1. UVOD

Pojav resonance v strojni§tvu pogosto povzroéa
tezave, zato se mu skuSamo izogniti z duSenjem
sistema ali z uporabo omejevalnika gibanja. Ome-
jevalnik povzroci silo na nihajoo maso le pri do-
volj velikih amplitudah nihanja. Gibanje mase zato
ni veé¢ harmoniéno in pojavita se vprasanji: kaksno
je to gibanje in kako ga opiSemo? Vpliv omejeval-
nika lahko v gibalnih enacbah sistema predstavimo
s ¢lenom, Ki je nelinearno odvisen od amplitude
nihanja. Za nelinearne sisteme pa je znano, da
se lahko obnaSajo kaotiéno [1], [2]. Problematika
omejenih resonanénih nihanj je bila zato obrav-
navana e v mnogih prispevkih [3], [4]. V teh pri-
spevkih je ugotovljeno, da trki mase z omejevalni-
kom povzroéijo poleg neharmonskega tudi kaoti¢no
gibanje. Namen tega ¢lanka je pokazati, da se
kaotiéno obnaSanje pojavi tudi v preprostem re-
sonanénem sistemu, ki mu dodamo nepremiéni ome-
jevalnik gibanja. TakSen sistem predstavimo z ma-
so, pritrjeno na vzbujano vijaéno vzmet, in duilko,
ki ji gibanje omejuje nepremicéna stena. Matema-
tiéni model tega sistema ‘je predstavljen v drugem
delu ¢lanka. Dinamiko nihanja mase na proZni
vijaéni vzmeti lahko opi§emo analiti¢no. Vkljuditev
nelinearnega é&élena pa v naSem primeru povzroéi,
da splo$na analitiéna obravnava ni mogoéa. Tako
preostane numeriéno reevanje ustreznih gibalnih
enalb, ki je predstavljeno v tretjem delu ¢&lanka.
Dobljeni éasovni poteki gibanja mase prikazujejo
v dolo¢enih obmoéjih znaéilnih parametrov siste-
ma kactiéno obnaSanje. Za njegovo karakterizacijo
so zato uporabljene metode kaotitne dinamike [1].

(21
2. MATEMATICNI MODEL

Skica obravnavanega resonan¢nega sistema je
prikazana na sliki 1. Masa je z linearno vzmetjo in
linearno du8ilko pritrjena na podlago, ki harmon-
sko niha po zakonu
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Sl. 1. Shema omejenega resonanénega sistema

x(t) = 2, sin (w t) (1).

V stanju mirovanja je masa za x; oddaljena od
nepremiéne stene, ki predstavlja omejevalnik gi-
banja (sl. 1). Delovanje linearne vzmeti in omeje-
valnika gibanja na maso lahko skupaj opiSemo
z nadomestno silo

Fn = k{I—I\-) ap .fﬁ(x) (2)=
ki predstavlja silo nadomestne vzmeti z neline-
arno karakteristiko (sl. 2). V enac¢bi 2 pomenijo
k — linearno vzmetno konstanto, x — absolutni
premik mase in f.(x) nelinearni ¢&len, ki opisuje
delovanje stene:

faloe) = {028, S Te5001Za T2 s} (3).
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Sl. 2. Nelinearna karakteristika nadomestne vzmeti

Po sliki 1 ter enaébah (1) in (2) napiSemo neli-
nearno diferencialno enaébo gibanja mase v od-
visnosti od ¢asa t:

mix=—b(t —xv) —k(x—xy) — fo(x) ! (4).

V zgornji enatbi je b linearni koeficient viskoz-
nega trenja, s piko je oznac¢eno odvajanje po Casu
t. Sistem je zaradi navzotnosti éasovno odvisnega
vzbujevalnega élena x. v enacbi (1) neavtonomen.
Za avtonomne sisteme obstajajo sploSne metode
analize kaoti¢ne dinamike [1], [2], zato je primerno
obravnavani sistem prikazati v avtonomni obliki.
V ta namen predstavimo €asovno odvisni €len xv
kot reSitev diferencialne enacbe

e T2y =0 (5).
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Obravnavani sistem lahko na podlagi enaébe (4)
in (5) predstavimo v avtonomni obliki s sistemom
diferencialnih enaéb prvega reda

X=FX) ®),
ki opisuje hitrost spreminjanja vektorja stanja
X = (x1, 72, 3 2 BE tem¥ije x =z, 12= 1,

T3 = Ty, T4 = Tv. Eksplicitna oblika zapisa sistema
enacbe (6) je:

&Iy = a9 I
: b k
X = —— (2 — xg) — — (X1 — X3) — fs(X)
m v m (6).
T3 = X4
.‘.1".‘4 = —-aﬂ princ] J

Iz lastnosti sil, delujo¢ih v obravnavanem sistemu,

sledi, da je:
4
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To po definiciji disipativnih sistemov [1], [2] po-
meni, da je obravnavani sistem disipativen. Gi-
banje takSnega sistema se lahko v faznem pro-
storu odvija le na atraktorju, ki ima manjSo
dimenzijo kot fazni prostor [1], [2]. V naSem pri-
meru je fazni prostor Stiridimenzionalen, zato
mora biti dimenzija atraktorja manjsa od &tiri.

Opis delovanja stene s funkcijo fs(x) je zaradi
njene singularnosti v xi(t) = x. za nadaljnjo mate-
matiéno in numeri¢no analizo neprimeren. Delo-
vanje stene zato opiSemo z enaébo trka dveh teles.
S tem analizo celotnega gibanja mase razdelimo
na analizo gibanja mase med dvema zaporednima
trkoma in trk mase z mirujo¢o steno.

V c¢asu med zaporednima trkoma (xi(t) <uxs)
stena ne vpliva na gibanje mase. Gibanje mase
lahko zato na podlagi sistema ena¢b (5) z uposte-
vanjem enaébe (1) in pripadajofega odvoda po
¢asu t opiSemo v naslednji obliki:

apatars

; b k .

Ty =——x3— —x; + Csin(wt + @) (8)-
. m m
Pri tem je

Csin(wt + @) = k xgsin{w t) + b oy w cos(w t).

V trenutku trka mase s steno (xi(t) = x:) se masi
spremeni smer in velikost hitrosti po zakonu

X0 = — T Xz (9)-
V zgornji enaébi so xz, — naletna hitrost mase,
r — koeficient trka, xzy — odbojna hitrost mase.

Matemati¢ni model, ki rabi za nadaljnjo nu-
meriéno analizo sistema, je tako predstavljen s si-
stemom enac¢b (8) in enacho (9).

3. POTEK NUMERICNEGA RESEVANJA
NELINEARNE DIFERENCIALNE ENACBE
GIBANJA MASE

Zaradi preglednosti numeri¢énega reSevanja
predstavimo sistem enaéb (8) in enatbo (9) v nor-
mirani in brezdimenzijski obliki:

Xy = Xs

Xo— —2¥ Xs— Xy + Asin(QT) +
+ 2% Q A cos(2T)

(10),

Xop = e Xoan (11).
Pri tem pomenijo: X; = xi/xy — brezdimenzijski
odmik mase, 2 = w/wy — razm-rje vzbujevalne in
lastne frekvence, T = t wy — brezdimenzijski ¢as,
X:; = dX1/dT — normirano hitrost mase, ¥ —
brezdimenzijski koeficient dufenja, A = xo/xs —
brezdimenzijsko najvetjo amplitudo vzbujanja,
Xo, — brezdimenzijsko naletno hitrost mase, Xz —
brezdimenzijsko odbojno hitrost mase.

Z upostevaijem ena¢b (10) in (11) lahko ne-
linearno gibalno diferencialno enatbo mase (enac-
ba (3)) reSujemo takole: do prvega trka mase z
omejevalnikom gibanja je reSitev podana s parti-
kularno resitvijo X;o(T) sistema enacb (10), ki
jo za poljubno izbrane zacetne pogoje (X;(0) =
= a, X2(0) = B) lahko dolo¢imo analitiéno ali nu-
meriéno. Ob ¢asu prvega trka mase s steno, ki je
dolo¢en s pogojem

X10(T) = X5, (12),

= b (ao—_
se hitrost mase spremeni po enaébi (11). Cas pr-
vega trka T; lahko doloéimo samo z numeriéno
reSitvijo transcendentne enacébe, ki jo predstavlja
pogoj, podan z enaébo (12). V ta namen uporabimo
metodo bisekcije [5], za katero potrebujemo di-
skretno podano partikularno resitev X;o(T). Ra-
¢unski postopek tefe hitreje, ¢e diskretne vred-
nosti X;0(T) raéunamo z metodo Runge-Kutta IV
[5], kakor ¢&e jih radunamo iz analititno podane
reSitve, ki obsegajo niz trigonometriénih funkeij.
Naletna hitrost mase ob ¢asu j-tega trka T; {Xz2, =
= X:; 1(T;)} z upoStevanjem enacbe (12) in lege
mase ob &asu j-tega trka {Xi;_1(Tj) = X.} pred-
stavljata zaGetne pogoje za dolo¢itev nove parti-
kularne reitve Xi;(T). Resitev X;;(T) velja do
naslednjega &¢asa trka T;.i, ki je dolofen z reSit-
vijo transcendentne ena®be X ;(T) = X.. Opisani
postopek reSevanja nadaljujemo, dokler nas zani-
ma ¢asovni potek gibanja mase.

Pri izvajanju numeriénega postopka smo vzeli
korak ¢asa dT dve dekadi manjsi od periode vzbu-
janja. To vodi do zadovoljive natanénosti rezul-
tatov, ki smo jo kontrolirali z analitiéno podano
reSitvijo med dvema zaporednima trkoma. Druge
parametre sistema (2, ¥, A) izberemo tako, da
pride do trka mase s steno zaradi resonance.
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4. ANALIZA IN KARAKTERIZACIJA
OMEJENEGA RESONANCNEGA GIBANJA

Znaéilni primeri ¢asovnega poteka resonanénih
gibanj mase, dobljeni z opisanim numeriénim po-
stopkom, so prikazani na sliki 3. Iz €asovnih po-
tekov gibanja vidimo, da pri razli¢énih vrednostih
parametrov sistema (2, ¥, A, r) lahko dobimo

a
b

e
[

Sl. 3. Znaédilni éasovni poteki gibanj mase

harmonic¢no (sl. 3 a), nelinearno periodiéno (sl. 3 b)
in navidez kaoti¢no gibanje (sl. 3¢). Zato je pri-
merno raziskati vpliv znaéilnih parametrov siste-
ma na nacin gibanja mase. V ta namen uporabimo
diagram, v katerem prikaZemo vrednosti lokalnih
najvedjih oddaljenosti mase X, od omejevalnika
gibanja v odvisnosti od najve¢je amplitude vzbu-
janja A. Harmoniénemu gibanju ustreza v diagra-
mu pri dolofeni vrednosti parametra A ena sama
to¢ka (A, X.). Kadar je gibanje neharmoniéno,
lahko v ¢&asovnem poteku opazimo veé razliénih
lokalnih maksimumov X, ; in zato dobimo v dia-
gramu pri doloéeni vrednosti A veé to¢k (4, Xn.i),
s spreminjanjem parametra A se zato pri prehodu
iz harmoni¢nega v neharmoniéno gibanje pojavi
razcep znatilne krivulje, dolo¢ene z urejenimi pari
{A, X,}, na dve ali veé vej. Razcep krivulje ime-
nujemo bifurkacija, nastali diagram pa bifurka-
cijski diagram [1], [2].

Iz bifurkacijskih diagramov lahko ugotovimo,
da pride do prehoda harmoniénega v neregularno
gibanje mase le pri majhnih disipativnostih si-
stema (sl. 4). Pri velikih disipativnostih pa trki
ne povzrodijo izrazitej§ih sprememb harmoniénega
gibanja (sl. 5) [6].

Zanimiv bifurkacijski diagram dobimo za pa-
rametre ¥ = 0,2,'2 =08, » = 0,98'(sl. 6). Pri A =
= 0,47 je viden zvezni prehod iz harmoni¢nega
v nelinearno periodiéno gibanje mase z dvema
lokalnima ekstremoma Xn. Z nadaljnjim naraéa-
njem parametra A gibanje pri A = 0,54 zvezno
preide v nelinearno periodiéno nihanje z enim
lokalnim ekstremom. Z zmanjSevanjem koefici-
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Sl. 4. Bifurkacijski diagram za parametre
(w = 0,6, v = 0,005, r = 0,5)
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Sl. 5. Bifurkacijski diagram za parametre
(w =12, w»=0,1, r=098)
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Sl. 6. Zvezni prehod v nelinearno nihanje z dvema
lokalnima najvedjima amplitudama

enta duSenja ¥ postaja razlika v nad¢inu giba-
nja pred in po prvem trku izrazitejSa, prehod
pa ostreji [6]. V bifurkacijskem diagramu se to
vidi kot nezvezna cepitev znaéilne krivulje v veé
vej. Zvezni prehod v nelinearno periodi¢no gibanje
z eno lokalno najveéjo amplitudo pa se ohranja [6].
Za vrednosti parametrov ¥ = 0,005, 2 = 0,8, r =
= 0,98 je bifurkacijski diagram prikazan na sliki 7.
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Sl. 7. Prehod v kaoti¢no gibanje
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Sl. 8. Casovni.signali in njihovi frekvenéni spekiri za oznadene vrednosti parametra A na sliki 7

[

Za znatilne vrednosti parametra A, oznacene
na sliki 7, so ¢asovni posnetki gibanja mase in pri-
padajoéi frekvenéni spektri [S(w)}? prikazani na
sliki 8. Frekvenéni spektri so izradunani s hitro
Fourierjevo transformacijo. Viden je prehod iz
harmoniénega (sl. 8 a) prek navidezno-periodiénega
(sl. 8 b) v kaotiéno gibanje mase (sl. 8 ¢). Za har-
moniéno ter navidezno periodiéno gibanje je zna-
¢ilen en oziroma konéno Stevilo spektralnih vrhov-
Za kaotiéno gibanje pa je znaélilen Sirok zvezen
spekter pri nizkih frekvencah, v katerem se lahko
pri posameznih frekvencah Se vedno pojavljajo
izraziti spektralni vrhovi. Sliki 8 ¢ in 7 d prikazu-
jeta primera nelinearnega periodi¢nega nihanja,
ki se pojavita pri prehodu iz kaoti¢nega gibanja.
V naSem primeru preide gibanje z dvema lokal-
nima ekstremoma v gibanje z enim lokalnim eks-
tremom. To ustreza razpolovitvi periode nihanja
47/Q na 2x/Q oziroma zdruZitvi dveh vej v bifur-

kacijskem diagramu (sl. 7). Ta prehod je kako-
vostno obraten tistemu, ki ga opazimo pri razvoju
kaosa z logistiéno preslikavo [1], [2], kjer opazimo
podvajanje periode in rozcep krivulje v bifurka-
cijskem diagramu.

Prikazanemu primeru kaotiénega gibanja (sl. 8¢)
ustreza avtokorelacijska funkecija C(r) na sliki 9.

c(r)

oy
IR

Sl. 9. Padajoéa avtokorelacijska funkcija d&asovnega
signala, prikazanega na sliki 8 ¢
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Korelacijska funkcija ima dve glavni znaéilnosti.
To sta: perioda nihanja in padanje amplitude ko-
relacijske funkcije s ¢asom. Perioda nihanja je
posledica resonanéne narave gibanja, padanje am-
plitude pa je posledica kaoti¢nega obnaSanja.

Za nadaljnji opis kaoti¢nega gibanja je ugodno
uporabiti fazni prostor, ki ga dolo¢imo s tremi
komponentami (X;, Xz, X3). Pri tem je X3 normi-
rana amplituda vzbujanja

X3 = Asin(QT) (13).
Gibanje sistema opiSemo v faznem prostoru s tra-
jektorijo, ki je definirana s ¢asovno odvisnim vek-
torjem stanj

X(T) = (Xu(T), Xa(T), X5(T)).

V faznem prostoru trajektorija X(T) asimptotiéno
(T'— > =) opiSe geometrijsko obliko, ki se ime-
nuje atraktor [1], [2]. Veédimenzionalni atraktor
je zaradi boljSe predstave primerno prikazati s
projekcijami na posamezne ravnine faznega pro-
stora. Poleg oblike imajo atraktorji za razli¢ne
na¢ine obnaSanja sistema tudi razli¢no strukturo,
ki jo lahko opiSemo s Poincaréjevo sekcijo [1], [2].
V naSem primeru Poincaréjeva sekcija pomeni
presek atraktorja z ravnino (Xj, X»). Posamezne
toéke Poincaréjeve sekcije pa pomenijo mesta,
kjer trajektorija gibanja X(T) prebada preseéno
ravnino (X;, Xs). Za casovne posnetke s slike 8 so
na slikah 10—14 prikazane projekcije atraktorjev
na ravnino (X;, X3), ter pripadajote Poincaréjeve
sekcije. S spreminjanjem kontrolnega parametra A
se spreminja nafin gibanja, kar se kaZe na lastno-
stih atraktorja. V faznem prostoru je atraktor har-
moniénega nihanja krog (sl. 10 a). Poincaréjeva
sekcija pa je predstavljena z dvema tockama (sl
10 b). Projekcije atraktorja, ki pripada navidezne-
mu periodiénemu gibanju mase so na sliki 11a. Iz
pripadajoée Poincaréjeve sekcije (sl. 11 b) je raz-
vidno, da se je atraktor raz§iril na ploskev v pro-
storu. Pri atraktorju kaotitnega posnetka (sl. 12 a)
vidimo iz Poincaréjeve sekcije, da se je razSiril v

omejeno prostornino faznega prostora (sl. 12b). Na
slikah 13 in 14 je vidno ponovno skrenje atrak-
torja na krivuljo, kar ustreza periodiénemu gi-
banju mase. S primerjanjem Poincaréjevih sekeij
na slikah 13b in 14 b pa se vidi tudi razpolovitev
periode gibanja mase m.

L X

Sl. 11. Projekcija atraktorja in Poincaréjeva sekcija
navideznega periodi¢nega nihanja mase

-21

Sl. 12, Cudni atraktor in mnehomogena Poincaréjeva
sekcija kaotiénega gibanja mase
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Sl. 13. Skréenje atraktorja nma ravnino v faznem pro-
storu (periodi¢no gibanje s periodo 4x/w)
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Sl. 10. Projekcije atraktorja in Poincarejeva sekcija
harmoniénega gibanja mase

Sl. 14. Skréenje atraktorja na krivuljo v faznem pro-
storu (periodi¢no gibanje s periodo 2x/w)
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Atraktor, ki pripada kaoti¢nemu posnetku (sl.
12), je primer ¢udnega atraktorja [1], [2]. Zanj je
znatilno, da v njem sosednje trajektorije divergi-
rajo. To pomeni, da so ob¢utljivo odvisne od za-
éetnih pogojev, kar je poglavitna znaéilnost ka-
otiénega obnaSanja. Na sliki 15 je prikazano stanje
trajektorij po osmih trkih mase z omejevalnikom

-2

Sl. 15. Stanje sistema za razliéne zafetne pogoje v dasu
od T =40 do T = 80

gibanja. Pri tem se zaletni stanji trajektorij a in b
razlikujeta na drugem decimalnem mestu. Poleg
tega je za ¢udni atraktor zna¢ilna nehomogena
struktura, ki je razvidna iz Poincaréjeve sekcije
na sliki 12 d.

Uporabljeni pokazovalniki kaotiénosti, kot so: I

navidezno nakljuéni ¢asovni signal, Sirok frek-
venéni spekter, padajo¢a avtokorelacijska funkcija
in nehomogena Poincaréjeva sekcija temeljijo na
kakovostnem ocenjevanju in so delno subjektivne
narave. Kolikostno lahko stopnjo kaoti¢nosti oce-
nimo z dimenzionalnostjo atraktorja. V ta namen
uporabimo korelacijsko dimenzijo D: [1], [2]. Za
kaotiéno obnaSanje obravnavanega sistema je D:
v intervalu (2, 3). V preglednici so prikazane vred-
nosti parametra A za obravnavane ¢asovne po-
snetke gibanja mase ter korelacijske dimenzije
pripadajo¢ih atraktorjev. Za vrednosti D: okoli 1
ali 2 je gibanje mase nekaoti€no in atraktor lezi

Preglednica 1

A 0,19
Dz 1,08

0,35
2,07

0,37
2,62

0,51
12

0,62
1,05

v faznem prostoru na krivulji ali ploskvi. Vred-
nosti med 2 in 3 pa pomenijo, da atraktor deloma
zapolnjuje omejeno prostornino faznega prostora,
kar je znaéilno za kaotiéno gibanje [1], [2]. Iz opa-
zovanja divergiranja trajektorij v faznem prostoru
je ugotovljeno, da stopnja kaoti¢nosti sistema ni
visoka [6]. Nizka stopnja kaoti¢nosti je posledica

vrste nelinearnosti in 3tevila prostostnih stopenj
sistema [1], [2]. Vpliv nelinearnosti v prou¢evanem
sistemu opaZamo samo v trenutku trka mase m
z omejevalnikom gibanja. Med trki pa je sistem
linearen in se nagiba k regularnemu gibanju, kar
ne dovoljuje razvoja kaoti¢nega gibanja visoke
stopnje.

5. SKLEP

Iz rezultatov $tudija enostransko omejenega re-
sonanénega nihanja mase ugotovimo, da se pri
majhnih disipativnostih sistema masa lahko giblje
kaoti¢no. Pri veéjih disipativnostih sistema pa na-
vzoénost trkov ne povzro¢i veéjih sprememb har-
monskega gibanja.

V strojni¥tvu se pogosto srefujemo z nelinear-
nimi resonanénimi sistemi. Zato Zelimo s tem pri-
spevkom opozoriti, da je pojav kaoti¢nega obna-
Sanja lahko neposredna posledica nelinearne di-
namike deterministi¢nega sistema in ne le na-
kljuéno delujo¢ih vplivov. Obdelani primer pa ka-
7e, da je mogoce kaotiéno obnaSanje, ki je posle-
dica dinamike sistema, s primerno izbiro parame-
trov tudi prepreéiti.

Iz drugega poglavja je razvidno, da bi za re-
Sitev v sklenjeni obliki potrebovali niz zaéetnih
pogojev oziroma ¢ase Tj, v katerih se pojavljajo
trki mase z omejevalnikom. Raziskati bi bilo treba,
ali obstaja povezava med zaporednimi hitrostmi,
s katerimi masa tréi v omejevalnik v obliki
Xan(i+1) = 9(4Tj, Xanj), ATjt1 = h(ATj, Xzsj), kjer
je AT; = T; — Tj—1. Nadaljnji Studij bo zato po-
tekal na tem podroéju.
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