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Razvoj tehniških znanosti je neizogibno pove
zan z raziskavam i in fizikalnim  opisom naravnih 
pojavov. Osnova fizikalnega opisa narave so fizi
kalni zakoni, s katerim i so na m atem atični način 
izražene povezave med različnim i m erljivim i spre
m enljivkam i. Zato omogočajo fizikalni zakoni dolo
čati vrednosti posameznih sprem enljivk z m erje
njem  ali poznavanjem  drugih sprem enljivk, kar 
je  zlasti uporabno pri tehniških načrtovanjih. Se 
posebno koristna pa je uporaba naravnih  zakonov 
pri opisu dinamike, k je r omogoča, da iz poznava
n ja  stanja ob določenem času opišemo potek po
java v prihodnosti in v preteklosti. Znano je, da 
lahko glede na to možnost dinam ske pojave raz
delimo na determ inistične in  naključne. Razlika 
postane očitna, če opravimo skupino enakih p re
izkusov v enakih okoljih. Če predstavlja preizkus 
dvoje zaporednih meritev, potem opazimo pri de
term inističnem  pojavu vedno enaka končna stanja, 
če so začetna stanja enaka. U strezni prehod lahko 
opišemo z determ inističnim  dinam skim  zakonom, 
po katerem  se značilne fizikalne spremenljivke, 
sprem injajo v  času. P ri naključnih pojavih pa s po
navljanjem  preizkusov v enakih razm erah ne dobi
mo vedno iz enakih začetnih stanj tudi enakih 
končnih stanj. Zato lahko pojav le statistično ozna
čimo tako, da podamo verjetnost za prehod iz za
četnega v mogoča končna stanja. K ot značilna p ri
m era obeh v rst pojavov lahko navedemo premo 
enakomerno gibanje masne točke te r m etanje koc
ke.

V strokovni javnosti je  razširjeno mnenje, da 
je neopredeljenost izida preizkusa pri naključnem 
pojavu posledica nepoznavanja ustreznega dinam - 
skega zakona. To pomeni, da bi z bolje določenim 
zakonom lahko napovedali tudi izid preizkusa pri 
naključnem  pojavu. Takšno determ inistično gleda
nje se je razvilo kot posledica velikih uspehov pri 
uporabi fizikalnih zakonov na različnih področjih 
znanosti in  tehnike. Vendar so v preteklih  dveh 
desetletjih raziskave obnašanja nekaterih  zelo p re
prostih sistemov z dobro opredeljeno dinamiko p re
senetljivo pokazale, da se tudi p ri takšnih  sistemih 
lahko opazi neopredeljenost izidov preizkusov [1—5]. 
Kot preprost prim er si lahko zamislimo prevrača
nje kovanca, ki ga postavimo na rob. Dinamika 
obračanja kovanca je  dobro znana in določena ne 
pa tudi izid preizkusa. Vpliv zanem arljivo m ajhne

m otnje v začetnem nestabilnem  stanju  se pod vpli
vom determ inistično opredeljene dinam ike s ča
som veča in pripelje do neopredeljenosti končne
ga stanja. V tem  prim eru izvira neopredeljenost iz 
enega samega stanja, drugače pa je gibanje de
term inistično. P ri kocki je  takšnih stanj več, pri 
krogli pa je sploh vsako. Zato kljub determ inistič
no opredeljeni dinamiki gibanja krogle na ravni 
podlagi ne moremo z gotovostjo napovedovati dol
goročno, ker se vplivi m ajhnih motenj vseh stanj 
s časom večajo. Podobni sistemi so v tehniki pre
cej pogosti in se na splošno obnašajo kaotično kljub 
temu, da je mogoče njihovo dinamiko opisati z de
term inističnim i zakoni. Zato pravimo, da ustvarijo 
prim eri determ inističnega kaosa vez med determ i
nističnimi in naključnim i pojavi.

Izsledki raziskav kaotične dinamike so bili pre
težno objavljeni v zadnjih dveh desetletjih v stro
kovnih revijah z m atem atično in fizikalno vsebino 
[1] in  so v tehniškem  okolju še precej neznani. 
Zato je nam en tega članka predstaviti osnovne poj
me in metode, ki se uporabljajo pri študiju  kaotič
nih pojavov in nakazati možnosti za njihovo upo
rabo v tehniki. S tem  namenom je v drugem po
glavju najprej podan povzetek nekaterih  pomemb
nejših pojmov, ki se uporabljajo pri opisu dinam i
ke sistemov. Opisana je divergenca trajek torij v 
faznem prostoru in pojasnjena njena vloga pri na
stanku kaosa. Za kolikostno označevanje divergence 
trajek torij je vpeljan spekter Ljapunovih koeficien
tov. Na podlagi divergence trajek torij je nato opi
san tudi splošen način označevanja disipativnih 
sistemov in  razložen pojem čudnega atraktorja.
V tretjem  poglavju so nato opisane metode označe
vanja čudnih atrak torjev : najprej je razložen po
jem Poincaréjeve sekcije nato pa vpeljane frak ta l
na, inform acijska in  korelacijska dimenzija, ki so 
nam enjene za opis statičnih lastnosti atraktorja. 
Kot najbolj pomembna m era za opis dinamskih 
lastnosti gibanja sistema na čudnem a trak to rju  je 
vpeljana entropija Kolmogorova. Peto poglavje ob
sega kratek  prikaz prehoda od zvezne na diskretno 
dinamiko in opis pomembnejših lastnosti kvadra- 
tične diskretne preslikave. Omenjene SO’ tudi mož
nosti za splošno označevanje različnih prehodov v 
kaos iz opazovanja vplivov kontrolnih param etrov.
V šestem poglavju so nato navedene možnosti za 
označevanje kaotičnih lastnosti pojavov iz ekspe
rim entalnih podatkov, v sklepu pa je podan p re
gled načrtovanih publikacij o raziskavah kaotičnih 
pojavov na tehniškem  področju pri nas.



OSNOVNI POJMI KAOTIČNE DINAMIKE

V tem delu članka se bomo omejili na obravna
vo opisa dinamskega obnašanja diskretnih siste
mov. Stanje takšnega sistema je mogoče opisati s 
končno mnogo dinamskimi spremenljivkam i x,-, ki 
pomenijo komponente faznega prostora [2, 3], S ta
nje ob določenem času pomeni točko v faznem pro
storu, ki jo označimo z vektorjem  stanja x(t) — ( x i ,  

x-2,. . .  x n). S sprem injanjem  časa opiše točka v faz
nem prostoru trajektorijo  gibanja sistema. Dinami
ko sistema opišemo tako, da podamo fizikalni za
kon, ki opiše hitrost sprem injanja stanja. Mnogo 
tehniških sistemov je avtonomnih, kar pomeni, da 
je h itrost odvisna samo od stanja sistema. Ustrezni 
zakon lahko splošno predstavimo v obliki:

X  =  F( x  ; p) ali x {  =  Fj ( x i . . .  x„ ; p) (1)

Pri tem smo s p nakazali, da je funkcijska od
visnost hitrosti od vektorja stanja splošno določena 
z množico param etrov, ki določajo lastnosti izbra
nega sistema.

Z zakonom gibanja in začetnim stanjem  sistema 
je enolično določena trajek torija gibanja v faznem 
prostoru, ker se realni sistem ne more gibati hk ra
ti po več poteh. Pri tehniških sistemih poteka tra 
jektorija ves čas v omenjenem delu prostora ali 
x(t) ! <  L za vsak t, zato bomo omejili obravnavo 

na takšne primere. Z različnimi začetnimi stanji 
lahko splošno dobimo različne trajektorije. Slika 1 
prikazuje dva različna prim era trajektorij v dvo
dimenzionalnem faznem prostoru za časovni in ter
val od Tj do T-2. Splošno lahko razdelimo dinamske 
sisteme v dve skupini: pri prvi se trajektorije s ča
som približujejo ali razmikajo počasneje kakor eks
ponentno (sl. la), pri drugi pa se trajektorije s ča
som eksponentno ali h itreje razmikajo (sl. Ib). Zna
čilni prim er prve vrste je gibanje dušenega nihala, 
pri katerem  se vse trajek torije z naraščajočim ča
som približujejo ravnovesnemu stanju (sl. la). Ce 
v takšnem  prim eru določimo začetno stanje z dolo
čeno natančnostjo, lahko na podlagi fizikalnega za
kona (1) določimo stanje ob izbranem kasnejšem 
času z enako ali celo boljšo natančnostjo. Prva sku
pina zato splošno ustreza determinističnim poja
vom. Drugače pa je pri drugi skupini. Ce začetno 
stanje ni ostro določeno, se zaradi razm ikanja tra 
jektorij neopredeljenost stanja v faznem prostoru 
veča vedno hitreje in lahko doseže v omejenih 
časovnih intervalih vrednosti, prim erljive z L (sl. 
2). To pomeni, da se lahko po končnem času nahaja 
stanje sistema kjerkoli v omejenem področju faz
nega prostora oziroma, da je neopredeljeno. Razmi- 
kanje (divergenca) trajektorij v faznem prostoru 
zato kljub deterministično opredeljenemu zakonu 
gibanja zmanjšuje možnost za napoved končnega 
stanja. S preizkusi nikoli ne moremo določiti stanja 
poljubno natančno. Zato lahko preizkusno neza
znavne razlike med začetnimi stanji pri ponovljenih
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Sl. 1. Primera trajektorij v faznem prostoru 

a) konvergentne b) divergentne
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Sl. 2. Naraščanje neopredeljenosti stanja zaradi di
vergence trajektorij v časovnem intervalu od ti do t -2

preizkusih peljejo do izrazitih razlik pri opazovanju 
končnih stanj, kar imenujemo občutljiva odvisnost 
sistema od začetnega stanja. Kaotično obnašanje 
sistema lahko pričakujemo predvsem tedaj, ko so 
takšna stanja razsejana povsod po faznem prostoru.
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Sl. 3. Sprememba porazdelitve stanj zaradi diver
gence trajektorij

Kolikostni podatek o možnosti kaotičnega obna
šanja izbranega sistema lahko dobimo z opisom hi
trosti sprem injanja posplošenih razdalj med trajek- 
torijam i v faznem prostoru. Zamislimo si gibanje 
sistema iz začetnega stanja Xo v končno stanje x, 
kakor je  prikazano s trajektorijo  na sliki 3. Izbe
rimo nato množico začetnih stanj, ki so krožno 
porazdeljena na določeni razdalji od začetnega sta
nja. Zaradi različnih premikov po sosednjih trajek- 
torijah porazdelitev končnih stanj pri t ni več krož
na, temveč deformirana. V prvem približku lahko 
deformacijo opišemo s polosmi ustrezne eliptične 
oblike. V n-dimenzionalnem prostoru moramo zato 
podati n  polosi d/,(t). Razmerje d*(t)/do, ko gre do 
proti 0 in t prek vsake meje, lahko uporabimo kot 
mero povprečnega razm ikanja sosednjih trajektorij, 
izvirajočih iz okolice začetnega stanja #0. Običajno 
izrazimo razm ikanje sosednjih trajek torij z ekspo
nentno funkcijo. Poleg tega želimo dobiti povprečno 
oceno za celo trajektorijo  in ne le za omejen in
terval. V ta namen uporabimo značilne Ljapunove
[3] eksponente, ki so določeni z izrazom:

Xk =  lim lim — ln (2)
c/0- > o  ( - > 0 0  t  d o

Ti koeficienti so splošno še odvisni od izbrane 
trajek torije oziroma od začetnega stanja, vendar v 
večini piiimerov omenjenega kaotičnega gibanja 
opazimo približno konstantne vrednosti. Potrebni 
pogoj za kaotično gibanje je eksponentno razm ika
nje sosednjih trajektorij. To je mogoče le, če je naj
večji Ljapunov eksponent pozitiven /Wkn >  0. V 
takšnem  prim eru pravimo, da so trajek torije  siste
ma nestabilne.

Opazovanje razdalj med sosednjimi trajektori- 
jami v faznem prostoru ponuja še eno možnost 
za razlikovanje avtonomnih dinamskih sistemov. 
V ta nam en si zamislimo v okolici točke *0 v faz
nem prostoru n-dimenzionalno kocko z diferencial
no m ajhnimi stranicam i ()x;. Prostornina kocke

n
AV =  se sprem inja zaradi gibanja vogalnih

i = l
točk po zakonu x /  =  Ft(x). H itrost relativnega spre
m injanja te prostornine [3] je enaka

AV'
AV

n n
2 dx{  =  V '

dxi
ÒF,
dxi

i=i

(3)

Sistemi, pri katerih  se prostornina p ri gibanju 
po faznem prostoru ohranja, se im enujejo konser
vativni. Splošno pa je  h itrost sprem injanja prostor
nine odvisna od izbrane točke xo in  je  pozitivna pri 
ekspanziji oziroma negativna pri kontrakciji. Na
vadno označimo gibanje s povprečno hitrostjo  re la
tivnega sprem injanja prostornine vzdolž vse tra 
jektorije, ki jo določimo z izrazom:

A  =  lim  — ln
00 t

d V(t) 
A V(0)

(4)

K adar je ta  h itrost negativna, imenujemo sistem 
disipativen. Tehniški sistemi so običajno disipativ- 
ni, zato bomo našo nadaljn jo  obravnavo omejili le 
na to vrsto.

Intuitivno lahko uganemo, analitično pa je mo
goče dokazati [2, 3], da je povprečna h itrost re la
tivnega sprem injanja prostornine enaka vsoti Lja- 
punovih eksponentov. Za disipativne sistem e mora 
biti ta  vsota negativna:

_  n
A  =  2  h

k = 1
(5)

Kaotično gibanje lahko dobimo v disipativnem  
sistemu, če je vsaj eden od Ljapunovih eksponentov 
pozitiven. Obema pogojema je  lahko hkra ti zado
ščeno le, če je fazni prostor več kot enodimenzio
nalen. Toda Poincaré in Bendixson sta pokazala, da 
v omejenem delu dvodimenzionalnega faznega pro
stora ne more obstajati kaotično gibanje. Zato je 
kaotično gibanje disipativnega sistema mogoče le, 
če poteka v tri-  ali večdimenzionalnem faznem pro
storu. [1—3]

Oglejmo si sedaj še nekaj značilnih gibanj di
nam skih sistemov. Pogosto naletim o na sisteme, pri 
katerih  se trajektorije, izvirajoče znotraj določe
nega območja D, končajo v isti točki. Takšno točko 
imenujemo ponor, področje, iz katerega tra jek to 
rije vanj beže, pa področje privlačevanja (slika 4). 
Značilni prim er ponora je ravnovesna lega dušene
ga nihala.

Poleg ponorov pogosto opazimo, da se tra jek to 
rije iz določenega področja po dolgem času zlijejo 
s sklenjeno krivuljo, ki jo imenujemo lim itai cikel 
(slika 5). Značilni prim er limditnega cikla imamo pri 
gibanju urnega nihala, ki se ne glede na to, kako 
ga poženemo, že po nekaj nihajih  začne vedno ena
ko ciklično gibati. Geometrijsko mesto, kam or se 
asimptotično približujejo trajek to rije  iz določenega
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Sl. 4. Primer ponora trajektorij Sl. 6. Shema anuloidnega (torusnega) atraktorja

*2

Sl. 5. Primer limitnega cikla

območja privlačevanja, splošno imenujemo atrak- 
tor. Iz same definicije izhaja, da mora imeti atrak- 
tor manjšo dimenzijo kakor sam prostor, v katerem  
se nahaja. Poleg ponora in limitnega cikla v stro j
ništvu pogosto naletimo na atraktor, ki ustreza več- 
komponentnemu cikličnemu (kvaziperiodičnemu) gi
banju. Takšen atrak tor imenujemo večdimenzional
ni anuloid (torus). V tridimenzionalnem prim eru si 
ga lahko predstavim o kot avtomobilsko zračnico 
(sl. 6). Čeprav je gibanje po večdimenzionalnem 
anuloidu (torusu) lahko precej zapleteno, je njego
va bistvena lastnost, da je deterministično. Trajek- 
torije, ki se začno blizu skupaj, ostanejo tudi med 
gibanjem blizu skupaj, kar omogoča dolgoročne na
povedi stanj.

Dc leta 1963 so bili ponori, limitni cikli in anu- 
loidi (torusi) edini znani prim eri atraktorjev. Tedaj 
pa je E. N. Lorenz pri študiju  dinamike atm osfer
skih motenj odkril, da lahko preprost nelinearni 
sistem s tridimenzionalnim faznim prostorom kaže 
omejeno, navidezno naključno gibanje, ki se dolgo
ročno ne zlije v limitni cikel ali anuloid (torus). Po
dročje, v katerem  se asimptotično gibljejo trajekto- 
rije v tem primeru, predstavlja kaotični atraktoi.

Lorenzov dinamski model predstavlja sistem ne
linearnih enačb:

x\' =  — ax i +  ax2
X-2 =  —  X iX 3  +  C X ]  —  X 2  ( 6 )

X3' =  X 1X 2 ----  bx;i

v katerem  so a, b lin c konstante.
Iz enačb izhaja za a >  0 in  b >  0 A = A =
n

=  2  (àFi/òxi) =  — (a +  b +  1) <  0, kar pomeni, da
i = l

se prostornina pri gibanju po trajek torijah  v faz
nem prostoru povsod krči oziroma, da je sistem di- 
sipativen. Zaradi nelinearnosti enačb (6) je Lorenz 
poiskal rešitve numerično. P rim er prikazuje slika 7.

Sl. 7. Shema čudnega atraktorja za Lorenzov sistem

Z njimi je ugotovil, da bližnje trajektorije ekspo
nentno divergirajo, kar ustreza pogojem za pojav 
kaosa. Navidezno so Lorenzove ugotovitve proti
slovne. Prostornina se krči, trajektorije pa divergi
rajo. To pomeni, da se mora na začetku izbrana 
kocka deform irati v faznem prostoru tako, da se 
njena prostornina manjša, medtem ko se njena zna
čilna dolžina ali prerez lahko večata. Zaradi te na
videzno protislovne lastnosti se ustrezni kaotični 
atrak tor običajno imenuje »čudni atraktor«.



Zaradi razm ikanja trajek torij bi lahko pričako
vali, da gibanje po čudnem atrak to rju  ne more biti 
omejeno. Vendar je eksponentno oddaljevanje tra 
jektorij povprečna lokalna lastnost. Zaradi omeje
nosti čudnega a trak to rja  se mora ustrezna geome
trijska oblika v faznem prostoru zavihati zopet 
sama vase. To širjenje in pregibanje povzroča m e
šanje trajektorij, ki je podobno m ešanju testa. Po
samezni delci testa se pri stiskanju medsebojno od
daljujejo, pri pregibanju pa zopet zbližajo, tako da 
ostane testo omejeno v posodi. V začetku skupaj 
zbrani delci se zaradi m ešanja razpršijo po testu, 
kar ustreza osnovni lastnosti kaotičnega gibanja.

Najpreprostejši prim er, pri katerem  lahko, opa
zimo eksponentno razm ikanje trajektorij, opisuje 
linearni sistem diferencialnih enačb s pozitivnimi 
konstantnim i koeficienti :

x{  =  a,- Xi (7)

Trajektorije, ki jih opisujejo rešitve:

X j { t )  =  X i ( 0 )  e a P  ( 8 )

sicer res divergirajo, toda ne pomenijo omejenega 
gibanja. Omejenost lahko dobimo le z dodatkom 
nelinearnih členov. Zato lahko splošno pričakuje
mo, da je za kaotične sisteme poleg divergence tra 
jektorij, značilna tudi nelinearnost ustreznih dife
rencialnih enačb gibanja (1). Reševanje nelinearnih 
dinamskih problemov je vezano na numerično ob
delavo z računalniki. V tem  je tudi vzrok, da so 
se raziskave kaotične dinamike razm ahnile šele v 
zadnjih dveh desetletjih. Po Lorenzovem odkritju 
so ugotovili podobna kaotična gibanja pri celi vrsti 
sistemov, kakor so na prim er mehanski in električ
ni oscilatorji, laserji, kemijski reaktorji, fluidni ter 
biološki sistemi itd. Zato se je intenzivno razisko
valo tudi možnosti za karakterizacijo čudnih atrak- 
torjev in prehodov iz regularnih v kaotična giba
nja.

KARAKTERIZACIJA KAOTIČNIH 
ATRAKTORJEV

Spekter Ljapunovih eksponentov opisuje dinam- 
ske lastnosti gibanja sistema po kaotičnem atrak 
torju. Geometrijsko gledano pa pomeni atrak to r z 
množico asimptotičnih trajektorij določeno obliko 
v n-dimenziionalnem prostoru. Zaradi kontrakcije 
prostornine v disipativnih sistemih je lahko di- 
menzionalnost te oblike kvečjemu m anjša od di- 
menzionalnosti faznega prostora. Zato se pri ka
rakterizaciji čudnih atraktorjev  redno pojavlja 
vprašanje, kako določiti razsežnost. (V lite ra tu ri se 
je uveljavilo geslo dimenzionalnost.)

Kakovostno oceno razsežnosti navadno skušamo 
dobiti tako, da izberemo v faznem prostoru neko 
preprosto hiperploskev (navadno kar ravnino) in 
določimo presek atrak to rja  s to ravnino, ki se ime
nuje Poincaréjeva ]3| sekcija. Poincaréjeva sekcija

je splošno uporaben pripomoček pri študiju  dinam 
skih pojavov, zato si oglejmo značilne prim ere gi
banja v tridim enzionalnem  faznem prostoru, ki ga 
presekamo z ravnino. Ce je a trak to r gibanja lim itni 
cikel, potem pomeni Poincaréjeva sekcija točko, 
k jer cikel prebada ravnino (sl. 8). V prim eru kvazi- 
periodičnega gibanja po anuloidu (torusu) pa je 
sekcija elipsa v presečni ravnini (sl. 9). K akor vi
dimo, je tipično za Poincaréjevo sekcijo, da zniža 
dimenzijo območja opazovanja in s tem  poenostavi 
sliko o pojavu, k ar olajša intuitivno predstavljanje.

Sl. 8.Poincaréjeva sekcija limitnega cikla

Sl. 9. Poincaréjeva sekcija anuloida (torusa)

Oglejmo si še, kakšno lastnost m ora im eti Poin
caréjeva sekcija kaotičnega a trak to rja  v trid im en
zionalnem faznem prostoru. Tak kaotični a trak to r 
ne more ležati na ploskvi, ker je le-ta dvodimen
zionalne oblike, kaotično gibanje pa v dveh dim en
zijah ni mogoče. Zaradi povprečne kontrakcije pro
stornine pri disipativnem  gibanju pa m ora biti tudi 
v povprečju razsežnost a trak to rja  m anjša od raz
sežnosti faznega prostora. Očitno ne more im eti 
čudni a trak to r v tridimenzionalnem  prostoru v 
povprečju celoštevilske razsežnosti. To pomeni, da 
je razsežnost posameznih delov atrak to rja  lahko 
različna. Zato se lahko v njej pojavljajo izolirane



točke, krivulje in tudi ploskve. To nadalje pomeni, 
da ima splošno kaotični a trak tor nehomogeno 
strukturo (sl. 10).

*2 * Sl.

*i
Sl. 10. Primer Poincaréjeve sekcije za kaotični 

atraktor
Poleg Poincaréjeve sekcije pogosto uporabljamo 

projekcije atraktorjev  na posamezne koordinatne 
ravnine. Vendar je v tem prim eru teže razlikovati 
kvaziperiodično gibanje po anuloidu (torusu) od 
kaotičnega gibanja.

Poleg kakovostne ocene na podlagi Poincaréjeve 
sekcije skušamo razsežnost a trak to r j a tudi koli- 
kostno ovrednotiti. V ta namen razdelimo najprej 
fazni prostor z mrežo n-dimenzionalnih celic s s tra 
nico I, trajektorijo  pa predstavimo z zaporedjem 
vzorčnih točk x(t/,), izbranih pri časih t* =  ZcT, kjer 
je k =  0, 1, 2 , . . .  N. Razporeditev atrak to rja  po faz
nem prostoru nato opišemo s številom celic, ki ga 
pokrivajo in z verjetnostjo, da pade točka trajek- 
torije v opazovano celico prostora. Za to verjetnost 
velja:

p,- =  lim — ; i =  1 , . . M (9)
N->co N

Z zgornjim izrazom je splošno definirana Haus- 
dorffova dimenzija Do. Preprostim  geometrijskim 
oblikam, kakor so limitni cikli in anuloidi (torusi), 
pripada cela vrednost te dimenzije. Znano pa je 
tudi veliko geometrijskih oblik, ki jim  pripada ne
cela (fraktalna) dimenzija [3, 7]. Zanimivo je, da 
imajo vsi doslej odkriti čudni a trak torji necelo di
menzijo Do. Za Lorenzov a trak to r je njena vred
nost Do =  2,06 [3],

Za n  =  1 je izraz (10) navidezno neopredeljen, 
zato določimo Dj z limito Di — lim D„. Z L’Hospi- 
talovim pravilom  nato dobimo

D j = — l i m —  (13)
/->o In l

Količina S(l) je  definirana z izrazom:

M ( l )

S(l) =  — 2  Pi In Pi (14)
i=l

in se im enuje entropija informacije. Z njo je dolo
čena m era informacije, ki je v povprečju potrebna, 
da določimo lego vzorčne točke trajektorije, če je 
verjetnost, da leži v i-ti celici enaka p; [3, 8]. Dt 
se zato im enuje inform acijska dimenzija.

Za homogeni atrak to r je verjetnost za vsako ce
lico enaka p,- =  1 /M(l) in sta zato

, ln M ^
S(l) =  ln M(l) te r D i =  l im ------=  Do

/->o ln Z

S prehodom v nehomogeno strukturo a trak to r
ja, se lahko entropija informacije kvečjemu zm anj
ša, zato velja splošno:

D i  ^  D « (1 5 )

To formulo je mogoče posplošiti na višje vred
nosti n, tako da dobimo

Pri tem  je N; število vzorčnih točk x(t) =  x(kT) 
v i-ti celici in  M število celic, ki pokrivajo atrak 
tor.

Z namenom, da bi lahko kolikostno opisali ne
homogeno strukturo atraktorja, definiramo množi
co dimenzij D„ [31 z enačbo:

/->o n  — 1 ln Z
Za n =  0 dobimo:

D0 =  — lim
M

ln M 
ln l

( H )

Število celic M, potrebnih, da pokrijemo atrak 
tor, se splošno veča z m anjšanjem  dimenzije celice 
Z. Iz enačbe 11 izhaja:

M = Z~D° ko gre Z -»  0 (12)

D„, fs D„ za m >  n  (16)

Pri tem  velja enakost za homogen atraktor, po 
katerem  so točke trajek torije enakomerno porazde
ljene. Oceno o homogenosti a trak to rja  lahko zato 
dobimo s prim erjanjem  različnih dimenzij, običaj
no pa se zadovoljimo s Hausdorffovo in inform acij
sko dimenzijo.

Numerično je določanje dimenzij Do in D\ ob
sežno, ker zahteva lim itni postopek : Z -> 0, ponav
ljanje deljenja faznega prostora na vedno manjše 
celice te r štetje vzorčnih točk v posameznih celi
cah. Prim er z n =  2 pa je mogoče poenostaviti, če 
upoštevamo pomen D2, ki je definiran z izrazom

M

ln 2  P*2
D2 =  lim —!—

/-►0 ln  l



V tem  izrazu pomeni p? verjetnost, da kateri
koli zaporedoma poljubno izbrani točki na trajek-

M
toriji ležita v i-ti celici, 2  P?  zalto pomeni verje t

j i
nost, da se nahajata dve zaporedoma poljubno 
izbrani točki atrak to rja  znotraj ene celice kjerkoli 
na atraktorju . Ta vrednost je zato približno enaka 
verjetnosti, da sta poljubni točki atrak to rja  odda
ljeni za manj ko l, ali:

M

p;2 =  lim —  (število parov i-j z razdaljo
jv->oo]\f2 ix . — Xj\ manjšo od Z), oziroma

j—i

gibanja sistema v časovnem in tervalu  od nT do 
(n +  1) T. Bolj kot sama izguba inform acije pa nas 
običajno zanima povprečna h itrost njenega sprem i
njanja, ki jo kolikostno označimo z entropijo Kol
mogorova [3]:

N—1

lim lim lim —— (K„+i — K„) = 
N-> oo JV T /  /

n=0
r-> o /-*0

lim lim lim - i -  2  Pio...i„ ln  P, 
N*+oo ]V T X f

io--in
0 ;->o

M ( l )

i=1

C(l) lim  —  ' V  6(1 — \ X i  —  XJ)
A j s o N 2 Z-,

t, i

(18)

kjer je 0  (s) =  (0 za s <  0 in  1 za s >  0).

Količino C(Z) imenujemo korelacijski integral, 
ker meri število povezanih parov točk znotraj 
krogle s polmerom f  v faznem prostoru. Numerično 
določanje C(Z) ni zahtevno, ker ga prevedemo na 
štetje skoreliranih parov. Ce so točke trajek torije  
enakomerno razsejane po krivulji ali ploskvi, po
tem narašča število parov, ki se nahajajo znotraj 
m ajhne krogle kot I ali Z2. Eksponent pri Z zato 
meri dimenzionalnost atraktorja. Iz enačb (17) in 
(18) dobimo zanj izraz:

Da =  Mm 
/-> o

lnC(Z) 
ln Z

(19)

Ker določamo količino Da s korelacijskim  inte
gralom, jo imenujemo korelacijska dimenzija. Za
radi preprostega računanja se najpogosteje uporab
lja pri karakterizaciji statičnih lastnosti čudnih 
atraktorjev. Navadno jo določimo iz diagrama, v 
katerem  nanašamo na osi ln C(Z) v odvisnosti od 
In Z.

Na podlagi razdelitve faznega prostora na celi
ce in vzorčenja trajek torije  pri različnih časih pa 
lahko poleg statičnih dimenzij določimo tudi di- 
namske karakteristike gibanja na atraktorju . V ta 
namen določimo najprej povezano verjetnost P;0...ž„, 
da padejo točke trajek torije  pri časih t* =  Zc T; 
k =  0, 1, 2, . . . ,  N  v celice io, i\ , ..  i«. V skladu z
izrazom (14) lahko nato določimo entropijo poveza
ne informacije

Kre = --2  Pio-..*« ln P i 0:. in  (20)
'0  ■ ■ ■ ‘n

Količina K n +1 — K„ določa, koliko informacije 
je treba pridobiti, če hočemo opredeliti stanje v 
celici n  +  1, v prim eru, če imamo informacijo o 
stanjih v celicah io . . .  in ■ K n+\ — K„, m eri izgubo 
informacije oziroma porast neopredeljenosti zaradi

Za determ inistična gibanja je  ta  količina 0, za 
kaotična je večja od 0, za naključna pa je °o.

Kaotično sprem injanje je  posledica razm ikanja 
sosednjih tra jek to rij, ki smo ga označili z Ljapu- 
novimi eksponenti. Zaradi razm ikanja narašča ne- 
določljivost sistema, kar označimo z entropijo Kol
mogorova. Zato lahko sklepamo, da je le-ta pove
zana s spektrom  Ljapunovih koeficientov. M atem a
tično je mogoče pokazati [3], da je entropija Kolmo
gorova enaka vsoti pozitivnih Ljapunovih ekspo
nentov povprečenih po atraktoriju . N ajprim ernejša 
količina za povprečno karakterizacijo kaotičnega 
gibanja na a trak to rju  je torej entropija Kolmogoro
va. Zato si oglejmo preprost prim er njene uporabe. 
Predpostavimo, da je a trak to r omejen na področje 
velikosti L in pomeni l velikost področja, v katerem  
se nahaja nenatančno določeno začetno stanje si
stem a v faznem prostoru. Zaradi divergence tra jek 
torij se po določenem značilnem času T m lahko pre
m akne sistem iz začetnega področja v katerikoli del 
a traktorja. Zato približno velja

L ~  l eKTm (22)

oziroma

Tm ~  — ln — (23)
K l

P ri tem smo s K  označili povprečno h itrost di
vergence trajek torij, ki jo opiše povprečna vsota 
pozitivnih Ljapunovih koeficientov oziroma en tro
pija Kolmogorova. Iz izraza (23) vidimo, da je reci
pročna vrednost entropije Kolmogorova najbolj od
ločujoč dejavnik v oceni značilnega časovnega in 
tervala, v katerem  lahko vnaprej napovedujem o gi
banje kaotičnega sistema. Značilno je, da vpliva na 
to oceno nedoločljivost začetnega stanja le logarit- 
mično oziroma nebistveno. K ljub izrednem u p rak 
tičnem u pomenu pa se entropija Kolmogorova na
vaja le v nekaterih  preprostih prim erih, k jer nam 
uspe določiti spekter Ljapunovih koeficientov, ker 
je računanje iz splošne definicije (21) praktično 
zelo obsežno.



DISKRETNA KAOTIČNA DINAMIKA

Posamezne točke Poincaréjeve sekcije dobimo 
tam, k jer trajek to rija  na kaotičnem atrak to rju  pre
bode izbrano presečno ploskev. Množica zaporednih 
prehodišč X„ pomeni skrčen podatek o dinamiki 
sistema, zato lahko splošno sklepamo, da morajo 
biti vrednosti X x, X g , . . .  X „ ,  X B + i , . . .  medsebojno 
povezane. Pogosto lahko povezanost izrazimo s 
funkcijsko zvezo med zaporednimi položajnimi vek
torji:

Xn+i =  f (Xn) (24)

ki pomeni diskretno preslikavo.
Studij lastnosti diskretne preslikave je bistveno 

preprostejši kakor pri zveznih sistemih in ga je 
pogosto mogoče dokaj splošno in analitično izvesti. 
Preprostejša pa je tudi računalniška obdelava, saj 
pomeni preslikava (24) preprosto iteracijsko for
mulo. Diskretne preslikave so zato nepogrešljiv p ri
pomoček pri analizi kaotične dinamike.

Oglejmo si prim er logistične preslikave, ki je 
določena s kvadratično funkcijo v eni dimenziji:

x n+\ =  aa:„(l — x„) (25)

Uporabljamo jo lahko pri opisu razvoja popu
lacij v biologiji, ekonomiji in tudi v tehniki. Naj x n 
opisuje, relativno glede na nasičenost, število oseb
kov v n-ti generaciji. Pri m ajhni nasičenosti je 
število osebkov v naslednji generaciji sorazmerno 
s številom osebkov v prejšnji. Razmnoževalni fak
tor je nadzorni param eter a. Z naraščanjem  nasiče
nosti populacije se začne razmnoževanje zmanjše
vati, kar opiše člen (1 — x„).

V odvisnosti od nadzornega param etra a lahko 
kaže preslikava (25) asimptotično stacionarno, pe
riodično ali tudi kaotično obnašanje sistema. To 
lastnost običajno prikažemo tako, da v diagramu 
nanesemo lege več asimptotičnih vrednosti x„, 
n oo v odvisnosti od a. Ustrezni diagram prika
zuje slika 11. Za vrednosti param etra a pod ai do
bimo asimptotično eno samo stabilno vrednost, med 
ai in os se ciklično izm enjujeta dve vrednosti, nato 
4, 8 , . . .  2" . . . ,  dokler se pri a«, ciklično obnašanje ne 
prelevi v kaotično. Pri vrednostih nad a dobimo 
pretežno kaotično obnašanje, ki pa v okolici posa
meznih vrednosti a zopet preide v periodično obna
šanje s periodami 3, 5, 6 , . . .  Ta mesta kažejo okna 
v diagram u (sl. 11). Pojav razcepa posamezne veje 
v diagramu v dve imenujemo bifurkacija in je bil 
pri izbrani preslikavi (25) splošno analitično ozna
čen [1, 2, 3, 9].

Prehod iz stacionarnega v kaotično gibanje prek 
podvajanja frekvence se imenuje Feigenbaumov 
prehod in ga je mogoče opaziti tudi pri m arsikate
rem zveznem kaotičnem pojavu [1, 2, 3]. Vendar to 
ni edini način prehoda. Doslej sta bila odkrita in 
izčrpno pojasnjena še prekinjajoči in kvaziperiodič- 
ni prehod. Pri prekinjajočem  prehodu opazimo s

n — oo

-------------------------------------------------1-------------------------- 1— n--------------------------------------------o, a2 a„ a
Sl. ll.B ifurkacijski diagram za logistično preslikavo

sprem injanjem  nadzornega param etra, da se v dol
ga obdobja regularnega cikličnega obnašanja začno 
vrivati k ra tko tra jn i kaotični intervali. P ri kvazi- 
periodičnem prehodu pa se kaotično obnašanje raz
vije z večanjem števila cikličnih komponent v gi
banju sistema.

Glede na to, da so bili z diskretnim i preslikava
mi splošno pojasnjeni pogosto opaženi prehodi v 
kaos, se je tehnikom tuja diskretna dinamika začela 
vse bolj uveljavljati tudi na tehniškem področju 
in se ji pri študiju kaotičnih pojavov ne moremo 
izogniti.

EKSPERIMENTALNA KARAKTERIZACIJA 
KAOSA

V sistemu, katerega obnašanje opisuje zvezna 
dinamika, se lahko pojavi kaos le, če je pripadajoči 
fazni prostor vsaj tri- ali večdimenzionalen. Pri 
eksperim entalni karakterizaciji pojavov je težko 
hkrati opazovati več časovno odvisnih spremen
ljivk. Zato se navadno odločimo le za najbolj zna
čilno in opazujemo njeno sprem injanje s časom z 
uporabo osciloskopskih ali kakšnih drugih posnet
kov. Iz oblike ustreznega signala lahko ocenimo, 
ali imamo opravka z značilno stacionarnim, peri
odičnim ali bolj zapletenim prim erom  obnašanja 
sistema. Problem je zadnji prim er, ker je lahko 
kvaziperiodično gibanje navidezno podobno kaotič
nemu. Zato navadno pomeni naslednji korak spek
tralna analiza signala. Izvedemo jo lahko z analog
nimi spektralnim i analizatorji ali v prim eru digita
liziranih signalov tudi z računalnikom. Pri spek
traln i analizi najprej predstavimo časovni signal 
s harmoničnimi komponentami:

T

x{f) =  lim — f eW  x(t) dt (26)
r  >'.y: T o  J

o
nato pa določimo spektralno gostoto s

S(f) =  konst. |x(f)|2 (27)



Spektralna gostota S(f) je sorazm erna moči si
nusne komponente signala s frekvenco f  v opazo
vanem signalu. Običajno jo upodobimo grafično v 
diagramu S-f. V prim eru, ko je  signal periodičen 
ali kvaziperiodičen, je moč naložena le pri posa
meznih frekvencah. Nasprotno od takšnega diskret
nega spektra, je pri kaotičnem pojavu spekter širo
kopasoven, čeprav se še vedno lahko pojavijo v 
njem  precej izraziti spektralni vrhovi.

Enakovredno inform acijo kakor spektralna go
stota pomeni korelacijska funkcija signala:

T

R(t) =  Mm — f x c(t') x c(t +  t ') d t ' (28)
r->°° T J

0
Pri tem  je x e(t) odmik od srednje vrednosti signala:

T

xc(t) =  x(t) — lim — f  x(t) d t (29)
T -^ o o T  J

o

Pri periodičnem ali kvaziperiodičnem signalu se 
ta funkcija sprem inja v določenih mejah, medtem 
ko pri kaotičnem signalu njena am plituda pada 
proti 0 z naraščajočim časom. To je posledica diver
gence trajektorij, ki povzroča, da sta vrednosti sig
nala v dveh opazovanih točkah tem manj povezani, 
čim bolj sta časovno razmaknjeni.

Dosti teže kakor izm eriti spektralno gostoto ali 
korelacijsko funkcijo signala je določiti statične in 
dinamske značilnosti kaotičnih atrak torjev  iz ča
sovno odvisnega signala. Kaos je povezan z dinam i
ko v večdimenzionalnem faznem prostoru, zato ima
mo samo dve možnosti: ali merimo hkra ti več ča
sovno odvisnih veličin ali pa poskusimo rekon
stru irati kaotični a trak to r iz posnetka posamezne 
komponente. Ker je prva možnost običajno težko 
izvedljiva, se pri eksperim entalnem  delu ra je  odlo
čimo za drugo. V ta  nam en uporabimo naslednje 
argum ente [10]. Iz dinamskega zakona (1): x< =  
=  Fj(xi, X2, . .  ■ x„) izhaja, da je stanje sistema pri 
času t + T enolično povezano s stanjem  pri času t. 
Ce naredimo iz prve komponente x \ (t) naslednjo 
množico novih komponent:

Vi =  xi(t) ; y2 =  X\(t +  T) . . ., y„ =  x \(t +  n T)

potem lahko sklepamo, da se vplivi komponent 
X i . . .  x„ prenesejo prek dinamskega zakona na no
ve komponente y i . . .  y„ oziroma, da pomenijo te 
komponente enako informacijo o dinamiki kakor 
vektor stanja sam. Zato lahko pričakujemo, da se 
kaotično obnašanje sistema kaže tudi na vektorju 
y  =  (yi . . . y „) te r njegovem atraktorju , temu 
atrak torju  mora pripadati ista razsežnost kakor 
vektorju x. P ri preizkusnem delu zato ocenjujemo 
dimenzionalnost kaotičnega atrak to rja  s korelacij- 
skim integralom, v katerem  uporabimo vektor y  = 
=  (xi(t), x \(t +  T) , . . .  xi(t +  n T)) s poljubno iz
branim  intervalom  T.

Pogosto iz opazovanja kaotičnega pojava na 
podlagi enega samega signala ne moremo vnaprej 
oceniti, koliko dimenzionalen fazni prostor pripada 
pojavu. Zato pri določanju dim enzionalnosti a trak 
torja ponavljamo račun z naraščajočim  n toliko 
časa, dokler se vrednost ocenjene dimenzionalnosti 
D% ~  ln C/ln  l približno ne ustali. To se navadno 
zgodi po nekaj korakih. Tako ocenjena dimenzio
nalnost označuje tudi a trak to r vektorja x , hk ra ti 
pa pove, koliko neodvisnih kom ponent je m inim al
no potrebnih za opis kaotičnega obnašanja sistema. 
S tem je ocenjena tudi najm anjša dim enzija faz
nega prostora, prim ernega za opis pojava, kar je 
praktično uporabno pri karakterizaciji tehniških si
stemov.

Za določitev dinam skih značilnosti, kakršne so 
spekter Ljapunovih eksponentov ali antropija Kol
mogorova, potrebujem o izčrpen opis trajek to rij v 
faznem prostoru, kar je pri eksperim entalnem  delu 
pogosto neprem ostljiva ovira.

SKLEP

Pojm i in metode, ki smo jih  prikazali v tem 
članku, so plod raziskav kaotičnih pojavov p red
vsem na naravoslovno-m atem atičnem  področju. K a
rakterizacija različnih kaotičnih nihanj in  tokov 
[1—3] pa kaže, da se je  analiza kaosa začela upo
rab lja ti tudi na tehniškem  področju. V tej smeri 
smo naredili prve korake tudi pri nas z raziskavam i 
kaosa v preprostih strojih z nelinearnim i značil
nostmi, omejenih resonančnih sistem ih te r raznih 
izdelavnih procesih [11]. Rezultati teh raziskav bo
do predstavljeni v naslednjih člankih, pri čemer 
bomo prikazali tudi uporabnost tukaj opisanih me
tod.
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