
hidromehanike in hidravlike, kakor tudi z eksperi- 
m entalnim  delom na modelih in velikih izvedbah. 
Kakor je iz zgornjega kratkega orisa njegovih  
nalog popolnoma razumljivo, mora biti težišče nje
govega dela na eksperimentih. Zato z nestrpnostjo  
pričakujemo trenutka, ko se bo m ogel Inštitut pre
seliti v svojo novo zgradbo v  Šentvidu, kjer bo 
m ogel v  znatno večji meri razvijati eksperimen
talno delo kakor doslej.

Glede formalne razvojne poti Inštituta za. tur
binske stroje naj omenimo sam o n a  kratko, da je 
bil ustanovljen dne 28. junija 1948 z uredbo zvezne 
vlade in je b il najprej v  pristojnosti bivšega mi
nistrstva težke industrije. Po večkratnih reorgani
zacijah je bil nato z odločbo v lad e LRS z dne 
17. maja 1952 in s sklepom letne skupščine Slo
venske akademije znanosti in um etnosti z dne
27. oktobra 1952 dodeljen Akademiji.

A vtor: akad . p ro f. d r. in g . A n ton  K u h elj, 
r e k to r  un iv erze  v  L ju b lja n i.

P ro filile  k a sk a d e
N jih o v  p o m en  za h id ra v lič n e  stro je  in  m e to d e  n jih o v e g a  proučevan ja

A N T O N  K U H E L J

U vod

Teoretična hidrodinamika ne more upošte
va ti vseh onih lastnosti tekočin, ki vplivajo na 
pojave pri gibanju, ker bi postale vse naloge 
preveč zamotane; pa tudi če popolnoma zanema
rimo židkost (notranje trenje) tekočin, ne moremo 
teoretično zajeti prostorskih gibanj okrog vseh  
delov v hidravličnih strojih. Po drugi- strani pa je 
ravno podrobno poznavanje gibanja tekočin skozi 
take stroje za sodobnega tehnika neogibno po
trebno, ker moremo le  tako skrajšati in  olajšati 
delo v  laboratoriju in  presoditi s  precejšnjo' za
nesljivostjo vpliv raznih ukrepov na obnašanje 
stroja med obratom, na njegove izgube itd. Zato 
ni čudno, če iščejo tehniki posebne metode, ki 
omogočajo teoretično obravnavanje vsaj nekaterih  
vrst gibanja idealnih tekočin okrog takih teles-, ki 
so od daleč podobna d-elo-m hidravličnih strojev, 
pa čeprav se je treba p-ri tem odpovedati zahtevam  
po-po-lne podobnosti in čeprav nam. om ejitev na 
gibanje idealnih tekočin omogoča v  najboljšem pri

s l. 1. Prerez skozi Kaplanovo turbino

meru neposredno določanje samo enega dela odpora 
(tzv. inducirani odpor). Razlike v tokih po teoriji in 
kakršni se pojavljajo v  resnici na strojih, skušamo 
pač zajeti z upoštevanjem tzv. sekundarnih izgub; 
vpliv ži-dkosti pa upoštevamo naknadno s tem, da 
suponiramoi, da je v splošnem tu-di tok žid-ke teko
čine podoben toku- idealne tekočine in  -se pojavljajo 
razlike samo ob površini teles. Teorija, ki jo- izpo
polnimo še s podatki iz poskusov na podobnih 
telesih, m-or-e predvideti potem  tudi velikost odpora, 
ki nastane zaradi židkosti, in  določiti se dajo- z do
kajšnjo natančnostjo tu-di m esto in po-goji za začetek 
od-leplj anjia tekočine od površine teles, ki so tako 
važni za pravilno presojo uspeš-no-sti vsake-ga hi
dravličnega stroj-a.

Profi Ine kaskade (Schaufelgitter, cascade of air
foils, grille d’aubes) so ena izmed najvažnejših po
enostavitev te  vrste, pri katerih nadomeščamo pro
storsko gibanje Skozi stroj z -ravninskim gibanjem  
okrog neskončne vrste kril, k i v  sm eri pravokotno 
h gibanju tekočine segajo- iz neskončnosti v  neskonč
nost. S takim i kaskadami se dajo zelo dobro apro
ksimirati gibanja skozi vse vrste strojev o-z. strojnih 
delov, kjer tečejo tekočinski delci v  glavnem  po 
površinah valjev , katerih o-si se  ujemajo zosjo tistega 
strojnega d-ela (aksialni stroji oiz. strojni deli). Pri 
Kaplanovih turbinah imam-o n. pr. tak primer v  gi
banju vode skozi roto-r. Če presečem-o namreč rotor 
z valjem  II—II določenega polmera (sl-. 1) in si 
mislim-o -plašč večkrat navit okrog valja, dobim-o pri 
odvijanju kaskado, kakršno kaže slika 2. Seveda so



Sl. 4. Gibanje tekočine skozi hidromehanično korito.
(Brown-Boveri Mitteilungen, avg. 1953, str. 273.)

v splošnem  razm ere  n a  p laščih v aljev  z razn im i pol
m eri d rugačne in  se za to  po jav lja jo  povrh  h itro sti 
tangencia lno  k plašču v a lja  tud i rad ia lne  kom po
n en te ; za približen p ro raču n  p a  v  splošnem  za
došča, če. obravnavam o ravn insko  gibanje okrog 
kaskade za srednjo v red n o st polm era lopatic  in  
naknadno upoštevam o raz like  v  zunan jih  in  no
tra n jih  obm očjih p ro ti srednjiem u prerezu.

Sl. 3. Tunel za raziskovanje kaskad 
M  — motor, V—ventilator, U — usmerjevalci, H —komora, 

K  — kaskada

Za določanje g ib an ja  tekočin Skozi kaskade 
služi več m etod: v  posebnih  aerodinam ičnih  tu n e lih  
(sl. 3 )aii tudi' v  h id rom ehan ičn ih  ko ritih  (sl. 4) š tu 
d iram o lahko  tak o  g iban je  n a  pom anjšan ih  m odelih  
eksperim en ta lno  s tem , da  kakor ko li naprav im o 
vidno  predvsem  sm er h itro sti tekočinskih delcev 
n a  posam eznih m estih . P r i  tak ih  poskusih izvrtam o 
razen  tega še vzdolž zgorn je  in spodnje s tran i sred 
n jega  profila  vse polno  m ajhn ih  odprtin , ki1 jih  
skozi no tran jšč ino  p ro fila  zvežemo z m anom etri. 
Tako izm erim o po razdelitev  p ritiska  po p ro filu  v 
kaskadi in  iz tega m orem o sk lepati takoi na velikost, 
sm er in  lego vzgona (sile, ki s to ji p ravoko tno1 k 
sm eri srednje h itrosti), k ak o r tud i n a  porazdelitev  
h itrosti. Nam esto neposredne rep rodukcije  tekočin 
sk ih  tokov p a  se v ečk ra t poslužujem o tu d i tzv. 
elek trod inam ične ali reoelek trične  analogije za po
ten c ia ln a  po lja  in določam o h itro sti tekočine s to ž i 
kaskado  posredno s tem., d a  izm erim o razporeditev  
po ten c ia la  okrog n jenega električnega m odela (sl. 5). 
P r i  te j1 analogiji pa zanem arim o v p rv i .aproksim a
ciji ves vp liv  židkosti in  ga  uvedem o lahko samo 
naknadno kot popravek  k  sliki, kakršno  smo1 dobili 
z električnim i m eritvam i.

Č eprav so že ek sperim en ta lne’m etode za štud ij 
g ibanja tekočin  skozi kaskade izredno važne, nam  
vendar spričo» sedan jih  velik ih  zahtev  glede uspeš
nosti stro jn ih  n ap rav  ne  m orejo  zadoščati. N a to 
kovne razm ere skozi kaskado vpliva nam reč cela 
v rs ta  fak to rjev  in jie zato n jihov  v p liv  zelo težko 
p reg led a ti sam o s sistem atičnim  m enjavan jem  n ji
hovih v rednosti med poskusi. Že p ri poskusih  n a  
osam ljenih  profilih, k i so» jih  v  zelo- velikem  štev ilu  
izvedli p redvsem  razn i aerodinam ični labora to riji, 
n i bilo m ogoče tako razv iti najbolj učinkovitih  oblik; 
p r i p ro filn ih  kaskadah  p a  vplivajo- povrh  vseh  fak 
torjev, ki so odločilni za osam ljen profil (vzbočenost 
sred n je  črte  —  skeletn ice p ro fila  in  lega največje  
vzbočenosti vzdolž te tive, naj večja debelima in  po-



razd e litev  debeline vzdolž tetive, vpadn i bot), še 
drugi- p aram etri, m ed katerim i je  treb a  n a  prvem  
m estu  om eniti pač re la tiv n o  delitev t/l (recipročno 
v red n o st Ut im enujejo  nek a te ri tud i gostoto kaska
de) in  pa  kaskadni k o t X (at 2). P r i  to likem  štev ilu  
neodvisnih  sp rem en ljivk  p a  je  eksperim entalno  
isk an je  najugodnejših  -rešitev vsaj silno zam udno, 
če nè  -sploh neizvedljivo-. Od tod ravno  velik  pom en 
teo re tičn ih  m etod, od k a te rih  nam  vsaj n ek a te re  
podaja jo  v več ali m an j odp rti ob lik i že v p liv  po
sam eznih fak to rjev  n a  h itro stn e  razm ere  tekočine 
in  tako  omogočajo preso jo  o uporabnosti izb rane  
oblike, ne -da bi se b ilo  treb a  za vsako podrobnost 
zateči k poskusom. Šele  ko najdem o teoretično- n a j
ugodnejše kom binacije, jih  eksperim en ta lno  p re 
iščem o v  kaskadn-em tu n e lu  in  sprem injam o potem  
vse p a ram etre  samo- v  okolici tis tih  v rednosti, za 
k a te re  smo dobili že p re j teoretično najugodnejše  
rezu lta te .

Gibanje idealne tekočine skozi kaskado  
in  konjorm no preslikavanje

P ri teoretičnem  obravnavan ju  tekočinsk ih  to 
kov se šele v  polni m eri pokaže, kako- važen  je 
preh-od od prostorskega- g ibanja  v  s tro ju  k  ra v n in 
skem u g ibanju  skozi kaskado. M edtem  ko- m orem o 
v načelu  eksperim entalno  p re izkušati seveda po
lju b n e  -toke (če vzam em o pač v  raču n  povečano- š te 
vilo odločilnih param etrov), postanejo  težav e  p ri 
teoretičnem  o b ravnavan ju  prostorskega- g iban ja  
tekočin  skoraj neprem ostljive. S icer jemljemo- ved
no, da je  glavno g ib an je  tekočine brez vrtincev , 
v ka te rem  p rim eru  eksistira- tud i p-ri p rosto rskem  
g ib an ju  potencial hitrosti- (t. j-, ena sam a fu n k c ija  ep 
ko-orddnat X, y, z, k a te re  parcialn i odvodi po  ko
o rd in a tah  nam  dajo kom ponente h itrosti), tu d i za
došča h itro stn i potencial- v  p rosto ru  razm erom a- p re 
p ro sti Laplaceovi- d iferencialn i enačbi; to d a  efek
tivno  računan je  hitrostnega- potenciala za p ro s to r
sko gibanje je  tako težavno, da za p rak tičn e  po
tre b e  skoraj ne  p rid e  V poštev. P redvsem  nim am o 
pri- p rostorsk ih  g iban jih  m ožnosti konformne-ga p re 
s lik av an ja  h itro stnega  po lja  danih  teles n a  polja

Sl. 5. Naprave za hidravlična preizkušanja.
a (levo) — shematično (Der Maschinenmarkt, 61V20, 11. 3. 1955.) 

b (zgoraj) — izvedba tovarne Escher Wyss.

okrog p rep ro ste jš ih  teles, o-krog k a te r ih  se da giba
nje tekočin h itro  določiti; p r i ra v n in sk ih  gibanjih  
pa j-e metoda- ko-nformnega p res lik av an ja  območja 
okrog kaskade v  o-bm-očj-e okrog  k a k eg a  p rep ro ste j
šega telesa (po navadi krožnega valja) dokaj učin
kovita  in  jo  ponekod p-raktično zelo veliko  upo
rabljajo .

Bistvo- m etode ko-nformnega p re s lik av an ja  je  
naslednje. Če se giblj-e tekočina b rez  v rtin cev  sko-zi 
kaskado, ek sis tira  h itro stn i po tencia l <p (x, y), čigar 
parcialna odvoda po x  in  y  nam  d a s ta  že obe kom 
ponenti h itro s ti u, v  v  sm eri k o o rd ina tn ih  osi. K er 
nim am o n ik je r  v  realn-em tekočinskem  to k u  vrelcev 
ali ponorov (negativnih  vrelcev), izh a ja  iz k-onti- 
nu ite tn e  enačbe (zakona o  o h ran itv i mase), da m ora 
potencial h itro s ti zadoščati Laplaceovi diferencialn i 
enačbi

(!) ^  +  ^  =  o.
d x 2 d y 2

Iz osnovnih zakonov teorij-e a n a litičn ih  funkcij pa 
je znano-, da  sm em o potem  tolmačiti- h itro s tn i po
tencial ep k o t ree lno  kom ponento  an a litičn e  funkcije

(2) f  (z) =  <P {%, V) +  i • V (x, V) 

kom pleksne sp rem enljivke

(3) z =  X  +  i  . y ,

k jer pom eni imaginairn-a- kom ponenta  xp (x, y) potem  
tzv. tokovno funkcijo. F unkcijo  f  (z) im enujem o 
kom pleksni potencial, pom en funkc ije  ip (x , y) pa 
n a jk ra jše  označujem o z ugotovitvijo-, da da-jo k r i
vu lje  ip (X, y) =  const, tzv. tokovnice, t. j. p r i  naših  
g iban jih  (ki so stacionarna) k riv u lje  p o ti posam ez
n ih  tekočinskih  delcev (vse n av ed en e  enačbe in  
trd itv e  so podrobno ob ravnavane  v  v seh  kn jigah  o 
teoretični h id rom ehan ik i in  m ed d ru g im  tud i V 
lahko dostopni knji-gi pro-f. H. Glau-erta).

P ri m etod i konfo-rmnega- presiikavan-jia- uvede
mo- poleg kom pleksne  ra v n in e  x  —  y  še n  rav n in  
X 1 —  Yj, X 2 ■— Y 2, . . .  X — Y in skušam o z an a li
tičnim i funkcijam i
(4) Z 1 =  X t +  iY j =  F , (z), Z 2 =  X 2 +  iY2 =

=  F , (Z,), . . .  Z =  X  +  iY =  F„ (Zn — j)



preslika ti kaskado rav n in e  z v  krog a li v  kaikšen 
d ru g  p rep ro st lik  v  rav n in i Z. K er naxn je  kom 
pleksn i potencial f (Z) za g iban je  tekočine v  ra v 
n in i Z znan, dobimo kom pleksni potencial v  rav n in i 
z b rez  težav, če si m islim o v  funkciji f (Z) zam e
n ja n o  sprem enljivko Z po enačbah (4) s sp rem en
ljivko  z.

Na žalost u tegne b iti iskan je  funkcije (z), 
F , (Z,), . . .  F« (Zn—i) ta k o  zam udna stvar, da postane 
ta  način  določanja g ib an ja  idealne tekočine skozi 
kaskado  p rak tično  neuporaben . Za uporabnost te  
m etode je zelo važno, če m orem o z razm erom a p re 
p rosto  funkcijo' p reslik a ti kaskado (ali to, k a r  iz 
k askade  s p redhodn im  preslikavanjem  nastane) 
v tak e  oblike, k i so zelo podobne preprostim  o b ri
som, za k a te re  poznam o kom pleksni potencial. V ta 
kem  p rim eru  se  da n am reč  izvesti prehod iz vm esne 
oblike v  končno obliko z enim  ali drugim  r  ačunskim  
procesom, k i pa  vedno zelo h itro  konvergira.

Eno najpraprostejšiih m etod konform nega p re 
slikavanja, ki pa  seveda n i zato m orda ravno' n a j
h itre jša , podaja v  seznam u lite ra tu re  om enjen i čla
nek  W. Traupela. P ro filno  kaskado položimo' v  ko
ordinatni' sistem  X —■ y , kako r kaže slika 6, tako , da 
leži koord inatn i začetek  znotraj1 p ro fila  in  da  je  
os y  vzporedna h  kaskadi1. T ransform acija

(5)
ez +  1 
e 2 —  1

prevede obm očje zunaj kaskade v  območje znotraj 
ene sam e sk len jene  črte, ki pa im a še zelo n ep ra 
vilno obliko (sl. 6 a). T ransform acija

7 1

(6) Z 2 =  [Z1 —- Z x (A )]2 TC -  s

p revede nato  obm očje znotraj črte  n a  sl. 6 a v ob
m očje znotraj sk len jene č rte  n a  sl. 6b , ki n im a  več 
vogala v  točki A,, k ak o r ga je  im ela k riv u lja  ra v 
n in e  Zj v ustrezajoči točki A t. Toda tud i nova k r i
v u lja  im a še vdolbine, ki' se  p a  dajo  postopno 
odprav iti, če vzam em o na  zunan ji s tran i vdolbine 
točko B 2, potegnem o dve p rem ici nekako para le lno  
k obrisu in  trasfo rm iram o  obm očje ravn ine  Z 2 v  
novo ravnino Z 3 s transfo rm acijo

7 1

(7) Z 3 =  [(Z2 — Z 2 (B2)]2 k ~ Wt

in  nato  ponovimo tak o  transform acijo ' v  bližini' d ru 
g ih  m est z vdolbinam i. V večini p rim ero v  im a  k r i
vu lja  v  ravn in i Z2 dve  vzboklini, tako' d a  je  že 
k riv u lja  v ravn in i Z 4 ovalna  črta  brez vdolbin. 
Z dvem a n adaljn jim a stopnjam a b i m ogli potem  
brez težav  p r it i  do kroga; nam esto teg a  p a  izvaja 
T raupel iz pogojev, k i ve lja jo  za p re ta k a n je  teko
čine skozi kaskado, in  iz pogoja, da m ora n a  zad
n jem  robu  profilov  o d tek a ti tekočina brez obkrože- 
vanja , in tegralno  enačbo za hitrostni! po tencial 
vzdolž k riv u lje  v ra v n in i Z4. S tem  pa  je  določen

Sl. 6. Konformno presli
kavanje kaskade v krog 

po W. Traupelu.

tud i h itro stn i potencial znotraj te  č rte  in  vsa n a 
loga je  tak o  v  b istvu  že rešena.

P ovrh  poti, ki jo n av a ja  W. T raupel, im am o 
seveda tu d i še druge načine, da  pridem o do funkcij,, 
ki posredujejo  konform no p reslikavan je  profitne 
kaskade v p rep ro ste jše  oblike. S. F. A bram ovič in. 
M. I. Žukovickij p red laga ta  n. p r. v  svoji razp rav i 
funkcijo

(8) z =  Z x + A -e iS co th —Z.,,
t

k atera  p revede p ri p rim ern i izbiri koord inatnega 
sistem a (x, y) kaskado  profilov v  kaskado sk len je
nih  k rivu lj, k i so zelo blizu krogov. P rehod  od k a 
skade novih k riv u lj do kaskade krogov se d a  izvesti 
aproksim ativno z vrsto1, ki h itro  konverg ira; kom 
pleksni potencial za kaskado krogov se pa da hitro- 
določiti.



Brž ko im am o v  rav n in i Z dan  kom pleksni po
te n c ia l h itro sti f(Z), dobimo kompleksno* h itro st 
to k a  v  ravn in i kaskade z enačbo

(9) • _  1 1  =  df dZ
d z  d Z  d Z n_ t

d Z ,
dz

in  s tem  tudi obe kom ponenti h itro sti u  in  v. Za
ra d i B ernoullijeve enačbe sledijo potem  p r i  znani 
h itro s ti porazdelitev  p ritisk o v  in  iz tega tu d i sile 
i n  m om enti na  vsakem  profilu  kaskade.

Singularitetna m etoda  za določanje toka  
skozi kaskado

G ibanje skozi kaskado  se da  o b ravnava ti tud i 
d ru g ače  in  ne samo s konform nim  preslikavanjem . 
P odobno kakor p ri te o riji g ibanja  tekočine  okrog 
osam ljenega p ro fila  da  n. pr. tu d i tu  zelo dobre 
re z u lta te  singu la rite tna  m etoda. B istvo te  m etode 
je , da nam estim o po določenih k riv u ljah  znotraj 
v sakega p ro fila  kaskade porazdeljene vrelce, po
n o re  (negativne vrelce) in  v rtince  tako, d a  dobim o 
z dodatkom  enakom erno se gibajoče tekočine po 
ce lo tn i rav n in i kom binacijo  več tokov. Ce je  jakost 
v re lcev  enaka jakosti vseh  ponorov, se tekočinski 
te k i  zarad i vrtincev , pozitivn ih  in  nega tiv n ih  v re l
cev  superponirajo  z enakom ernim  tokom  tako , da 
dobim o okrog n jih  neko  sklenjeno črto, ob k a te ri 
te če  tekočina tako  n a  zunan ji k ak o r na n o tra n ji 
s tra n i tangencialno. S p rav ilno  porazdelitvijo ' v re l
cev  se da doseči, da u streza  ta  č rta  obrisu  p ro fila  
in  vrednosti za kom ponente h itro sti zunaj* te  črte 
določajo zato g iban je  idealne  tekočine okrog  ka
skade. V m estih  zno tra j posam eznih profilov, k je r 
im am o vrelce, v rtince  ali oboje, n im am o seveda 
tokovne funkcije oz. potenciala  in  kom pleksni po
ten c ia l f (z) tam  zato ne  eksistira. Taka m esta  im e
nu jem o 'Singularna m esta, jakosti v relcev  in  v r tin 
cev  pa  singu larite te  in  po n jih  im a  potem  tudi- 
m etoda svoje ime. -

N am esto da  bi iskali kom pleksni' potencial, se 
p r i  tej m etodi ra je  zanim am o za n jegov odvod p o  z, 
t .  j. za kom pleksno h itro s t V  =  u  —  iv, k e r  do
b im o potem  porazdelitev  vrelcev in  v rtin cev  s  p re 
p ro sto  zahtevo, da m o ra  im eti rezu ltira joča  h itro st 
tekočine tangencialno sm er k  površin i p ro fila . Ko
o rd in a tn i sistem  postavim o tu  p ro ti kaskad i neko
lik o  drugače kakor p r i  konform nem  p reslik av an ju  
(sl. 7). Abscisno os x  vzam em o v sm eri te tive, tako 
d a  oklepa os kaskade z osjo y  kot X, nam esto  ka
te re g a  p a  jem ljejo  včasih  nek a te ri av to rji ra je  
kom plem en tarn i kot ß.

D a dobimo izraz za  kom pleksno h itro st zarad i 
v re lc a  v  točki z — x ' +  iy ', ki da je  Q mVs nestis lji- 
v e  tekočine n a  vsak  m e te r  dolžine p ravoko tno  k 
ra v n in i x  — y, izračunam o najp rej rad ia lno  h itrost, 
h i  se pojavi zaradi n jeg a  v  točki z — x  +  iy

V r =  , r =  \J (x  — x ’)* 2 +  {y — y ')2.
i n  r

Obe kom ponenti h itro s ti se d a s ta  potem* h itro  
določiti in  pripadajoča* kom pleksna h itro s t je  nato

Q
T č ,. —  l i j*  * Ì V r  —

2 n (z —  z')

k e r je  cos & — i-sin  •& =  in  r - ie +19- =  (x  — x') +  
+  i  (y — y') =  z  — z .  P ri kaskadi p a  nim am o vrelca

sam o v točki z', tem več tud i v točkah z '+ 1. e 'i2 '

— z +  i t* e ~ ^  z '+  2 it*e—:h , z '+  3 it* e—*>*,... in  p rav  
tako  tud i v  točkah  z — it*e— z — 2 it- e —lX, z —
— 3 it*e—: . . .  K om pleksno h itro s t V ± v točki z =  
=- x  +  iy z a rad i vseh  v relcev  jakosti Q v  kaskadi 
dobim o torej* s  seštevanjem  prispevkov  posam eznih 
vrelcev. Če v  nasta li v rs ti upoštevamo* n a jp re j v re 
lec b lizu  koord inatnega  začetka in  nato- parom a 
vrelce nad  in  pod abscisno osjo, dobim o p ri p rim ern i 
u red itv i členov spodaj navedeni izraz. Iz  funkcijske 
teo rije  je n am reč  znano (gl. n. pr. knjigo* prof. P lem 
lja : T eorija  analitičn ih  funkcij, str. 140), da se da 
v rs ta  v  ok lepaju  izraziti v  sk len jen i obliki s  ko- 
tangensom

V 1= ----- -------( . . .  +
2 i t e - ‘* n  (z — z') . 

_ i-----------L o i

+

e 1* +  2 ti
i t

+  — -— - —  -------------+ -----------------
Ji (z — z') , n (z — z') n_---- ----  e1 A — 2 n  ------------ e14

i t i t
Q n e1* (z — z')

ctg ■
2 i t e —1?- i t



K er pa  vsebu je  zadn ji izraz im aginarno enoto 
večkrat, ga po upoštevanju  zveze m ed eksponen- 
c ia lno  funkcijo  in  sinusom  in  kosinus-om nekoliko 
p re tvo rim o  in dobimo končno

V
Q_ 
2 t

e1 ̂ . cotgh
n  e ' ''•(z — z )

K er dobimo popolnom a podoben izraz za kom 
pleksno h itro s t V,, k i  n astan e  v  točki z zarad i 
v rtin ca  jakosti T  v  točk i z ,  če nadomestimo' Q 
z i l 1, smemo za rezu ltira jočo  kompleksno' h itro st V), 
k i nastane  v  točki z zarad i vrelca jakosti Q in  
v rtin c a  jakosti r  v točki z', p isati enačbo

— eiXcotgh 
2 1

jie '* (z— z') 
t

k je r  pom eni G =  Q+i-T »kom pleksno-jakost vrelca«.
D a dobimo s skngulariitetno- metodo- g iban je  

okrog poljubnih  p rofilov  v  kaskadi, m oram o —- ka
kor že om enjeno —• vzeti zvezno porazdelitev  v re l
cev vzdolž določene črte . N a n je j uvedem o1 kom 
pleksno gostoto vrelca

( 10) — 7 =  g (z)  =  q (z) +  i -V (z)
d s

in  dobimo potem  iz p re jšn je  -enačbe inducirano  
kom pleksno h itro s t z in teg racijo  vzdolž črte , po 
k a te ri so porazdeljeni v re lc i in  v rtinci

dano porazdelitev  singu la rite t in iščem o enačbo 
obrisa profila , tedaj je  enačba (12) skupaj'«z (11) 
dokaj zam otana in teg ra ln a  in  d iferencialna  enačba, 
ki pa se da  prib ližno  rešiti posebno! za  m aio  uk riv 
ljene  profile. T a  tzv. p rv i p rob lem  sdngulariltetne 
teo rije  kaskad  p rid e  seveda v  poštev  sam o tak ra t, 
kadar poznam o porazdelitev  s in g u la rite t za- neki 
določeni p rim er (če smo jo n. pr. dobili p r i  štud iju  
g ibanja  tekočine okrog osam ljenega profila), in  si 
želimo og ledati sprem em be n a  p ro filu  in  v  g ibanju  
tekočine, če sp rem enim o enega ali več param etrov  
(n. p r. gostoto kaskade, kaskadni k o t in  pod.). P ri 
d rugem  prob lem u singu larite tne  te o rije  im am o 
predp isan  obris profila- in  m oram o določiti na jp re j 
porazdelitev  s in g u la rite t in  n a to  še porazdelitev  h i
trosti. T a  naloga p ride  v  poštev, k a d a r želimo- n. pr. 
upo rab iti za tvo rbo  kaskad -profile, k i so se  izkazali 
p ri po-skusih z osam ljenim i k rili. T re tja  v rs ta  nalog 
je  pa, k je r  p redpišem o na  površin i p ro fila  po tek  
h itro sti in  je  tre b a  določiti -obliko profila- Ta naloga 
je  za prakso  važn a  predvsem  zato, k e r  je  znano, d a  
je  odpor k riln ih  profilov  zarad i n o tran jeg a  tren ja  
posebno m ajhen , če h itro st n a  č-ilmvečj-em odseku- od 
sprednjega roba  p ro fila  nazaj narašča. M ejna p last 
ostane nam reč v  tak ih  -odsekih sko ra j vedno- lam-i- 
n a rn a  in  odpor zarad i tren  j,a je zato  zelo m ajhen.

Izm ed zgoraj navedenih  problem ov so p rvega 
in  drugega že ponovno obravnavali (gl. n. pr. članke
N. Scholza in  H. Schlichtinga) in  dobili z zanem ar
janjem  določenih vplivov m etode za  njihovo- re 
ševanje, ki nis-o preveč zam udne. K olikor vem , tre tji 
problem  doslej še ni bil obdelan  podrobno.

— e1 J- i  , , n  e1 * (z — z )  ,
(11) V; (z) =  —  f  g (z ) c o tg h ------------------- ds

2 t J t

=  U i ----IVf .

S tem  rezu lta tom  pridem o do osnovne en-ačbe 
s in g u la rite tne  meto-de po  zelo p rep rosti poti. Če 
vzam em o sedaj n am reč  točko z =  x  +  iy  n a  obrisu  
profila- in  označimo kom ponenti h itro sti enakom er
n eg a  g ibanja tekočine z U0 in  V 0, m ora v e lja ti 
enačba

( 12)
d y  _  V 0 +  vi

>
d x  U0 +  Mi

k je r  je  obris p ro fila  d a n  n . pr. v  obliki1 y  =  y  (x). 
K om ponenti mi, v , h itro sti, ki n astan e  zarad i sin- 
gu-lari-tet, dobimo seveda z razstav ljan jem  izraza- v  
enačbi (11) n a  reelno  in  im aginarno  kom ponento1.

Enačbi (11) in (12) smo izvajali nekoliko o b šir
neje, k e r  se s simgulanitetno metodo- u k v a rja jo  
splošni učbeniki in razp rav e  iz h id rom ehan ike v  
veliko m anjši m eri k ak o r z m etodo konform nega 
preslikavan ja . Ravno n a  zadnjih  enačbah p a  se  da 
najlepše pokazati, k akšne  v rs te  problem ov se  m o
re jo  v  p raksi p o jav lja ti v  zvezi s teo re tičn im  štu 
dijem  gibanja tekočin  Skozi kaskade. Če im am o že
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