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Nestabilno obratovanje rotorjev*

A N T O N  K U H E L J  (ml.)

V članku je obravnavano nestabilno gibanje vodoravnih rotorjev, kadar hitrost 
opletanja gredi ni enaka njeni vrtiln i hitrosti. K ot mogoča vzroka za nestabilnost sta  
upoštevana notranje trenje v  sistemu in drsni ležaj s hidrodinamičnim  mazanjem . Po 
ustreznem  fizikalnem  modelu  so- izpeljane gibalne enačbe, iz katerih je mogoče iz­
računati mejo stabilnosti, to je tisto vrtilno  hitrost, nad katero postane gibanje ro­
torja nestabilno.

Izdelan program za elektronski računalnik omogoča izračun kritične hitrosti, m eje 
stabilnosti in  vrtilne hitrosti, s katero gred opleta v  nestabilnem  področju, za sistem  
s poljubnim  številom  masnih točk. M eja stabilnosti v odvisnosti od raznih lastnosti 
sistema je prikazana grafično z ustreznim i diagrami.

1. UVOD

P ri strojih, ki im ajo samo vrteče se dele, je 
obratovanje pravilom a zelo m imo, brez tresljajev. 
V prim eru, da je  tek nem iren, je vzrok najbolj po­
gosto v tem, da m ase niso uravnovešene. S časom 
pa, ko so pričeli graditi nekatere stroje, kakor so 
parne tu rb ine in pozneje plinske tu rb ine  te r kom­
presorji, ki obratujejo pri velikih vrtiln ih  hitrostih, 
se je  izkazalo, da postane tek tud i dobro uravnove­
šenega stro ja nemiren, ko dosežemo tako' im enova­
no kritično vrtilno^ hitrost sistema. P ri tej hitrosti 
prične ro tor opletati z vrtilno hitrostjo, ki je  p ravi­
loma enaka tren u tn i vrtiln i hitrosti gredi, k a r se­
veda povzroča tresenje stro ja in  lahko pride zaradi 
tega do motenj delovanja in  poškodb stroja. Po­
treba po hitrih , a hkra ti upogibno prožnih ro torjih  
je zato privedla do strojev, ki obratujejo pri vrtiln i 
hitrosti, ki je  večja od prve kritične hitrosti.

Predvsem  pri takih  strojih, ki delujejo v  nadkri- 
tičnem  območju, pa je  mogoče opaziti včasih n e­
m iren tek, ki ga z neuravnovešenim i masami ali 
kritičnim i hitrostm i ni moč pojasniti. O pojavih n e­
m irnega teka in vibracij strojev zaradi opletanja 
rotorjev v  nadkritičnem  območju so bile izdelane 
prve eksperim entalne in teoretične študije že v  
času m ed obema svetovnima vojnama. Ugotovitve 
pa so si bile delno nasprotujoče in  ker je  prihajalo  
pri obratovanju velikih in  dragih strojev tud i do 
neljubih presenečenj, so se raziskave še okrepile po 
drugi svetovni vojni. Dosežen je  bil znaten napre­
dek v  teoriji in  v  praksi, vendar vsi problemi še 
niso dokončno proučeni in  rešeni.

Težave so že z opredelitvijo' raznih oblik nem ir­
nega teka rotorjev v  nadkritičnem  območju. Gre 
nam reč za posledice različnih vzrokov, katerih  m ed­
sebojna odvisnost v celoti ni znana. Izkaže se na 
prim er, da od dveh dinamično na videz popolnoma 
enakih rotorjev pri enaki hitrosti eden teče m im o, 
drugi pa ne. Sistematične eksperim entalne raziska­
ve na izvedenih objektih so pa tud i izredno drage 
in zato zelo redke.

* R aziskave sta denarno podprla R aziskovalna skupnost 
S loven ije  Sklad B. K idriča in  F aku lteta  za strojn ištvo  v  
L jubljani iz sred stev  Izobraževalne skupnosti S loven ije .

Bistveno nova oblika nem irnega teka v nadkri­
tičnem  območju ro torjev  je  nestabilno gibanje. 
V rtilna hitrost, s katero  ro to r opleta, v  tem  prim eru 
ni enaka v rtiln i h itrosti ro to rja  in  se v  glavnem  ne 
sprem inja, če se sprem inja v rtiln a  h itrost rotorja. 
Ta vrsta  opletajočega gibanja kaže lastnosti, k i so 
značilne za sam ovzbujana nihanja. Po vsakem  gi­
balnem  ciklu im am o v sistem u presežek energije 
in se zato pomiki neprestano večajo. Energijski vir, 
iz katerega se črpa v  sistem energija, ki m ora biti 
pri vsakem  sam ovzbujanem  sistem u n a  voljo, je  v 
našem prim eru velika kinetična energija vrtečega 
se rotorja. Te izkustvene ugotovitve je  mogoče tud i 
teoretično utem eljiti in  dokazati, da lahko postane 
gibanje vrtečega se ro to rja  pod določenimi pogoji 
nestabilno. Tisto vrtilno  hitrost, p ri kateri postane 
gibanje nekega sistem a nestabilno, imenujemo' me­
jo stabilnosti ali tud i p rag  nestabilnosti, saj je  pri 
večjih h itrostih  sistem  predvidom a nestabilen. Za­
želeno je, da poznamo m ejo stabilnosti ro torja in 
tudi, da vem o s kakšnim i ukrepi jo  je  mogoče zvi­
šati in  tako  povečati stabilno območje.

P ri v rten ju  ro to rjev  je  več različnih fizikalnih 
pojavov, ki lahko vsak zase povzroča, da postane 
gibanje ro torja nestabilno. Tu se bomo omejili na 
dva, za k atera  kažejo tud i izkušnje, da sta  po­
m em bna p ri vodoravnih rotorjih. N ajprej bomo 
proučili, kako lahko postane gibanje nestabilno za­
rad i notranjega tren ja  v sistem u pri upogibnih 
deform acijah gredi, ki jih  povzroča opletanje s hi­
trostjo  različno od v rtilne hitrosti gredi. Drugi m o­
goči vzrok nestabilnosti pa je  v  nesim etrični prož­
nosti oljne plasti v  hidrodinam ično m azanih drsnih 
ležajih zaradi enosm ernega p re takan ja  mazalnega 
olja.

2. DINAMIČNE KARAKTERISTIKE 
DRSNIH LEŽAJEV

Na dinamično obnašanje ro torjev  vplivajo vse­
kakor v  znatni m eri tud i lastnosti d rsn ih  ležajev. 
Za ustrezno izbiro fizikalnega modela, za katerega 
bomo nastavili gibalne enačbe, si poglejmo najprej 
na kratko  dinam ične karak teristike drsnih ležajev 
s hidrodinam ičnim  m azanjem. P ri tem  se bomo 
omejili na ležaje vodoravnih gredi, valjastega p re­
reza brez odprtin  za dovod in odvod olja, ki so



Sl. 1. Drsni ležaj pri stacionarnem obratovanju
R — polmer ležaja
D — 2 R — premer ležaja
r — polmer čepa
F p — statična sila na ležaju
l — dolžina ležaja
n — vrtilna hitrost čepa v vrt/n
«9 — vrtilna hitrost čepa v vrt/s
co — kotna hitrost
a — kot nagiba
OS =  e — ekscentričnost čepa
R ■— r — z — polovična zračnost ležaja
e _ — relativna ekscentričnost
z

teoretično najbolj preprosti. O dinam ičnih lastno­
stih  drugače oblikovanih ležajev glej literatu ro  
Sm ith [3] in  Tondl [4].

Razmere v  takem  ležaju p ri stacionarnem  obra­
tovanju  so shem atično prikazane na sliki 1. Na čep, 
ki se v rti v  naznačeni sm eri s stalno vrtilno  hi­
trostjo  n, deluje stalna statična sila Fr. Čep se po­
stavi v  narisano nesim etrično lego, oljna p last v 
spodnji polovici ležaja prevzam e silo Ft- V smeri 
prem ice 1 — 1, ki povezuje središče ležaja O s sre­
diščem čepa S, je  oljna p last najbolj prožna, v  d ru ­
gih sm ereh pa je prožnost manjša. Kot nagiba te 
sm eri a in ekscentričnost e s ta  kakor vemo, odvisna 
od več vehčin. Navadno vpeljem o brezdimenzijsko 
karakteristično ležajno število A:

,n s . D . l  / R \ 2
F'f ( ! ) ' ( i )

Z џ  smo označili dinamično viskoznost [kp s2 m-1].
Na sliki 2 je  p rikazana lega čepa v odvisnosti od 

ležajnega števila A.

Sl. 2. Lega središča čepa pri raznih vrednostih ležajnega 
števila A

Iz dosedaj povedanega izhaja, da prožnost oljne 
plasti ni v  vseh sm ereh enaka in da se sm er naj- 
večje prožnosti sprem inja s spremembo ležajnega 
števila A.

V prim eru, da se poleg statične sile Fr pojavi 
na čepu še v prim erjavi s statično navadno m ajhna 
m otilna sila s kom ponentam a Fx in  Fy, se čep pre­
m akne iz stacionarne lege za x  oz. y  v  vsaki smeri. 
Na splošno velja

Fx f\ У> Xi У> Xt У
in (2)

F« = h ( x ,y ,  X, y , x , y
Pika zgoraj pomeni prvi odvod veličine po času, 

dve piki zgoraj pa drugi odvod po času.
S takim i popolnoma splošnimi nelinearnim i iz­

razi si m atem atično zelo težko kaj pomagamo'. V na­
ših izvajanjih  se bomo' omejili na naslednja po­
enostavljena izraza

Fx =  c j .i . X  +  C\ t2 . y
in (3)

Fy =  С2д  . X  +  C2,2 • У
Predvsem  smo z linearizacijo izgubili enega od mo­
gočih vzrokov nestabilnega gibanja čepa. Vpliv po­
speškov ni velik, če je  pretok olja laminaren. Členi, 
ki vsebujejo hitrost, pa pomenijo dušenje oljne pla­
sti, k i ga deloma lahko' zajamemo z zunanjim  duše­
njem  n a  rotirajočih masah.

Vrednosti togostnih števil c je  mogoče izraču­
nati, znani pa so tud i rezultati m eritev teh  veličin. 
Objavljene ugotovitve so sicer često med seboj do­
kaj različne, pomembno in tudi presenetljivo pa je, 
da sta vrednosti za togost c\, 2 in  togost C2,1 različni, 
v nekaterih  območjih im ata celo različna pred-

S l.  3 . Togosti oljnega filma Cj 2 in c2,1 v odvisnosti od 
relativne ekscentričnosti za različne vrednosti razmerja 

dolžine ležaja l in premera ležaja D



znaka. Na sliki 3 je  prikazana vrednost obeh togo­
sti ci,2 in C2,i v  odvisnosti od relativne ekscentrič­
nosti e za razna razm erja dolžine in prem era ležaja 
(po Sm ithu [3]). Ta nenavadna lastnost hidrodina­
mičnega drsnega ležaja, ki je  posledica hidrodina­
mičnih vplivov pretoka mazalne oljne plasti, je  — 
kakor bomo še videli — tudi eden od vzrokov, da 
postane gibanje ro torja nestabilno.

3. NESTABILNOSTI ZARADI NOTRANJEGA 
TRENJA SISTEMA

in
Fdn. i ,  V =  —  d n , i +  1 . i l 2 i  -> 2 "h  (d n , 1+1 H-  d n, i )Ü-2i  —

*—  d n> i . I l2 i — 2 d” <12 [d n ti  -+ i  . U 2 i+ l  

—  (dn. f i-t-:i  d -  d n , i ) U 2 i —  1 d -  d n >i . U 2 i — 3]

Pri tem  sta
,  d n .  d n

d n, i  = ----------- m  d n, i  ■ 1 = ----------------(8)
li —  l i - i  l n v - k

Za sistem vzamemo ro tor z n  diskretnim i m asni­
mi točkami, ki so med seboj povezane z brezmasno 
upogibno prožno, a  torzijsko togo gredjo, ki leži v 
hidrodinam ičnih drsnih ležajih. Pomik i-tega ko­
lu ta v  radialni smeri x  označimo z u^i— i, pomik 
v drugi, n a  os 3: pravokotni radialni smeri y  pa 
z U2 Tedaj velja v  smeri x

m.j Ü 2i—1 d- F d z , i ,x  d" F,{n,i,x  d- F c , i , x  — 0 

in  ustrezno v  smeri y  (4)
ТГЦ U 2 i  +  F  dz, i, y  d" F  dn, i,y d“ F c, i , y  =  0

kjer je  d„ sorazm erno število notranjega dušenja, ki 
je enako za vse mase, k — U—i je  razdalja m ed i-to  
in i —-1 maso in ustrezno h i — h razdalja med 
i +  1 in г-to  maso. Z Q smo označili kotno hitrost 
ro tacije gredi.

Enačbi (4) napišem o za vseh n  mas. V krajšem  
m atričnem  zapisu je  tedaj

[ M ] { Ü }  +  [ D z ] { Ü \  +  [ D m ] { Ü }  +
(9)+ Ü[Dn2]{U} +  [C]{U} =  {0}

Z Fdz označujemo silo zunanjega dušenja, Fdn je  
sila notranjega dušenja in F c vračajoča togostna 
sila, ki jo  pišemo še

2 n
F  c, i, X — i—1, j • Uj

r--= 1
in (5)

2 n
Fc,i,y — j * Uj

J = 1
Togost sistem a je  posledica upogibne togosti gre­

di in togosti ležajev, ki pa je  odvisna od velikosti to­
gosti ležajnega filma in kota m ed smerjo* najm anjše 
togosti in osjo X . Določanje togostnih m atrik  na­
čelno ne  povzroča težav, čeprav je  včasih dokaj za­
mudno.

Za silo zunanjega dušenja bomo vzeli, da je 
sorazm erna hitrosti prem ikanja koluta, torej

Fdz,i,x — d z .
in (6)

F'dz,i,y =  dz . U 21

Za silo notranjega dušenja je  sicer težko najti 
prim eren analitičen izraz. V skladu s hipotezo, ki je 
v  literaturi večkrat uporabljana, vzamemo, da je 
sorazm erna hitrosti sprem injanja krivine gredi, saj 
gre za tren je  v  m aterialu  in za tren je  med koluti, 
nasajenim i na gred, in gredjo zaradi upogibnega 
zvijanja gredi. V lite ra tu ri (glej npr. Kuhelj [2]) je 
pokazano, da dobimo tedaj po krajšem  računanju  
z zadostno natančnostjo

Vse m atrike v enačbi (9) so reda 2 n, k je r je  n  šte­
vilo m asnih točk, z {U} pa smo označili vektorski 
stolpec pomikov u\ do u<>„:

( 10)

V' 2 n

Podroben zapis vseh m atrik  te rja  precej pro­
stora in je  podan v  lite ra tu ri K uhelj [2].

Za num erično1 iskanje lastn ih  vrednosti sistema 
enačb (9) ga predelamo' še na  brezdim enzijsko obli­
ko. Vpeljemo prim erjaln i veličini

. Fm 0 =  mi m  f 0 = ------- (Ц)
48 E l v ’

in iz n jiju  izračunam o

( 1 2 )

Z Z smo označili dolžino gredi, E je  prožnostni 
modul m ateriala gredi, I pa je  vztrajnostni mom ent 
prerezne ploskve gredi.

Uvedemo še brezdim enzijsko časovno sprem en­
ljivko

T =  co0 . t (13)

F  dn, i, X —  dn , t -f- i  . Ü - jj+ i { d n , i- f l d-  dn, i) l+2i— i

dn, i • i  —  3 Q  . [ d n> i  +•1 • U 2 i  +• 2 ----

(d?;, H  j  V  d n, i) i +  dn , i  • 33-2 i—2]

te r reducirano kotno* hitrost Q

CO o( 7)



Sedaj pišemo enačbo (9) v  brezdim enzijski obliki 

[M]{U"} +  [D,]{IT} +  [D,„1]{U '} +

+  ß [D „ 2]{ü} +  [C]{U} =  {0} 

k je r smo označili s črtico enkratn i odvod po r  in

(15)

[Dni]

[M] =  — [M],
TO0

—  [Dni],
m n шп

[DJ =

[D n 2]

TTLq (jJ0

__1
m 0 ü)q

m

[ D ,  2]  <1 6 )

[C] = fo [C].

Nalogo iskanja lastn ih  vrednosti sistem a enačb 
(15) lahko, kakor je znano iz num erične analize, 
prevedem o na iskanje lastnih vrednosti m atrike [Ä], 
ki jo: izračunam o takole

[Ä]  = . . . M .

- w

+  [C]);

to]

(17)

Z [1] smo označili kvadratno  m atriko  enote reda 
2 n. M atrika [Ä], k atere  lastne vrednosti iščemo, je 
reda 4 n  in  nesim etrična.

P ri sistemih, izbranih za num erično iskanje last­
nih  vrednosti, sm o se iz p raktičnih  razlogov omejili 
na sistem e z dvem a ležajem a na konceh. Gred je 
dolga l m  in debela 0,100m po vsej dolžini. D ina­
m ične lastnosti obeh ležajev so enake. Modul ela­
stičnosti m ateriala gredi je  2Д.1010 kpm~2, velikost 
Vsake m asne točke pa 1 kpm -1 s2. Z unanje in no­
tran je  dušenje smo izbrali tako, da sta

dz =0,1 in  dn — 0,1 .

Vzamemo še, da se sm er največje prožnosti d ru­
gega ležaja vedno ujem a s sm erjo x, ko t med 
osjo X in sm erjo naj večje prožnosti prvega ležaja pa 
bomo označili z ai.

Vpeljem o še1 razm ernik  rp

LP2,2
(18)

K er je  lP2,2 prožnost ležaja pravokotno na sm er 
naj večje prožnosti, je  <p razm erje m ed prožnostjo le­
žajev in  prožnostjo gredi.

Anizotropijo' prožnosti ležajev izraža razm er­
nik  yj

LPl,l
V =  7----- (19)

LPä, 2

ki je  -torej razm erje m ed največjo prožnostjo in 
prožnostjo v  nan jo  pravokotni smeri.

Pokaže se, da je  za stabilnost sistem a zelo po­
membno tudi razm erje notranjega in zunanjega du­
šenja, ki ga označimo z d

Večina izračunov je  bila narejena za enomasni 
sistem, p ri katerem  je  bila m asa na sredini, in za 
trim asni sistem, p ri katerem  so mase zbrane na eni 
četrtm i, polovici in  treh  četrtinah dolžine gredi. 
Število m asnih točk je  navzgor omejeno le z ve­
likostjo računalnika.

Mejo stabilnosti Ost sistema izračunam o tako, 
da izberemo neko vrednost za O in izračunam o vseh
4 n  lastnih vrednosti w sistema. Te so- v  splošnem 
konjugirano kom pleksna števila. Iz teorije nihanj 
je  znano, da je  gibanje sistema stabilno, če so 
realni deli vseh lastnih vrednosti m anjši od nič.
5  postopnim sprem injanjem  O dosežemo mejni p ri­
mer, ko realni del ene od lastnih vrednosti postane 
ničen, realni deli vseh drugih lastnih vrednosti pa 
so m anjši od nič. Im aginarna kom ponenta odločilne 
lastne vrednosti pomeni tedaj kotno hitrost opleta­
n ja  gredi, ugotovljena vrednost kotne hitrosti O 
pa pomeni tisto  m ejno vrtilno  hitrost sistema, nad 
katero  postane gibanje nestabilno.

Celotni izračun je  bil izveden na elektronskem 
računalniku IBM 1130. V FORTRANU IV izdelan

2,0 -

O st

J ________ I  ̂ I________ L

Sl. 4. Meja stabilnosti Ost trimasnega sistema v od­
visnosti od razmernika б za razne vrednosti razmernika

<p (aj — 0, ip = 1)



Sl. 5. Meja stabilnosti QST trimasnega sistema v odvis­
nosti od stopnje anizotropije ležaja yj za razne vrednosti 

razmernika <p (6 =  1, a2 =  0)

Sl. 6. Meja stabilnosti QST trimasnega sistema v od­
visnosti od kota a j za razne vrednosti razmerja ep 

(б =  1, y) =  1)

<p -- 0.01 

<p --1,01

v = 2.01 
<p = 3.01

f  = 7.01

J_______I________ L
2 3 4 5

Si. 7. Hitrost opletanja ß trimasnega sistema v odvisno­
sti od razmernika <5 za razne vrednosti cp (aj = 0, rp = 1)
program  omogoča izračun kritičn ih  hitrosti, m eje 
stabilnosti in ustrezne kotne h itrosti opletanja za 
sistem s poljubnim  številom m asnih točk. V dia­
gramih, slikah 4 do 6, je  prikazana odvisnost m eje 
stabilnosti sistem a od nekaterih  značilnih param e­
trov sistema za trim asni sistem.

Na sliki 7 p a  je  prikazana še odvisnost kotne 
hitrosti opletanja gredi ß v  nestabilnem  območju 
v odvisnosti od dušilnega razm erja <3 za razne vred­
nosti razm ernika <p.

Iz diagram a na sliki 4 je  razvidno, da se z veča­
njem  razm ernika 6 oz. z večanjem  notranjega du­
šenja m eja stabilnosti znižuje in  se asimptotično 
približuje neki najnižji vrednosti, k i je  enaka, kar 
se da dokazati, prvi kritični hitrosti sistema. Za 
navadne vrednosti param etrov, ko je  cp m anjši od 
ene in б okoli ene, se m eja stabilnosti znižuje z ve­
čanjem  <5 dokaj hitro. Ko se d bliža nič in  imamo 
sistem brez notranjega tren ja , pa  se m eja stabilnosti 
pomika proti Iz diagram a je  razvidno tudi, da 
se p ri navadnih nižjih  vrednostih  za <5 m eja stabil­
nosti viša, če se veča q> oz. če p ri dani gredi pove­
čujemo prožnost ležajev. To je  v skladu z obnaša­
njem  rotacijskih stro jev  p ri poizkusih.

D iagram  na sliki 5 kaže, da p ri navadnih m ajh­
nih vrednostih za <:p anizotropnost ležajev bolj malo 
vpliva n a  m ejo stabilnosti sistema.

Diagram  n a  sliki 6 pa  kaže, da razlika v  sm ereh 
glavnih prožnosti dveh ležajev, ki jo  kaže kot сц, 
znižuje prag  nestabilnega območja sistema. To zni­
žanje pa je  znatno sam o pri izjem no prožnih le­
žajih.

Iz diagram a n a  sliki 7 je  očitno, da se hitrost 
opletanja gredi v  nestabilnem  območju le  zelo malo 
spreminja, k a r je  tud i v  skladu z ugotovitvam i pri 
poizkusih.

4. NESTABILNOSTI, KI JIH  POVZROČAJO 
DRSNI LEŽAJI

Tu se bomo omejili, kakor je  bilo om enjeno že 
v uvodu, na  možnost, da postane gibanje ro to rja  ne­
stabilno zato, k e r prožnostna m atrika  o ljne plasti



v' hidrodinam ično m azanem  drsnem  ležaju ni si­
m etrična. To pomeni, da pomik središča čepa v 
navpični sm eri zaradi sile enote n a  središče čepa 
v vodoravni sm eri ni enak pom iku čepa v  vodo­
ravni sm eri zaradi sile enote v  navpični smeri. Tako 
im enovana m ešana člena prožnostne m atrike  sta, 
kakor je  razvidno iz diagram a n a  sliki 3, ne samo 
različna po vrednosti, am pak im ata tud i različna 
predznaka v  večjem delu običajnega območja vred­
nosti za značilno ležajno število A. Ta nesim etrija 
prožnosti pomeni, da sistem, ki ga tvori čep gredi 
na nosilni plasti olja, ni konservativen in  — kakor 
bomo videli — lahko ta  nesim etrija povzroča nesta­
bilno gibanje ro to rja  v  ležajih. V določenih okoli­
ščinah torej prožnostna sila oljne plasti ne naspro­
tu je  prem iku čepa zaradi m ajhne m otnje.

Vzemimo najprej preprost sistem  ene masne 
točke na  brezm asni upogibno prožni gredi, ki se v rti 
v dveh ležajih na  obeh koncih gredi brez zunanjega 
in no tranjega dušenja. V tem  prim eru  se skrči 
enačba (15) na

[M]{U"} +  [C]{[7} =  {0} (21)

in k er je  ena sam a m asna točka

U i"  +  C i.i Ut +  Cj,2 U2 — 0  

U z” +  C2'Д U l +  C2,2 U2 =  0

Z običajnim  nastavkom

( 22)

Ut =  B i eicoz in U2 =  B2 eimr (23)

dobimo pogojno enačbo za netriv ialne rešitve, iz 
katere izračunam o kvadrata  lastn ih  vrednosti co2:

m2 = h (či.i +  č'2,2 +
,_______- _______ _____  (24)

±  | / ( c t , i  —  C2,s)2 +  4 c1i2 . c 2, i

Da bomo za co dobili sam e realne vrednosti in  s tem  
periodična gibanje sistema, m orata b iti izpolnjena 
dva pogoja, in  sicer:

(с1Д — č2>)2 +  4 č1>2. č2jl >  0 (25)
in

(Č,,1 +  Č2,2) > |A c i,l—C2,2)2 +  4 čli2. č21 (26)

Medtem ko je  drugi pogoj (26) vedno izpolnjen, pa 
je  v  prim eru, če s ta  predznaka togosti ci,2 in  C2,1 
različna, mogoče, da prvi pogoj (25) ni izpolnjen.

V najbolj preprostem  prim eru, ko je  ro to r na 
sredini gredi in sta oba ležaja dinam ično popolno­
m a enaka, je  mogoče analitično izračunati mejo’ 
stabilnosti. Tedaj dobimo po krajšem  izračunu iz 
pogoja (25)

lP?,2 —  lP i , i  +  4 *-рх 2 - LPi, 1 >  0 , (27)

k jer s o Lp ;,i , lP\,2, lPž, t in  Lp2,2 elem enti prožnostne 
m atrike ležaja.

Vpeljemo še razm erje m ešanih členov prožnostne 
m atrike kot kazatelja nesim etrije

LP ž . i

LP l , 2

Pogoj za stabilen sistem je  sedaj

a > _ / LP 2 ,2 -LPlAy
\ 2 Lp J>2 J

(28)

(29)

Vidimo, da postane sistem nestabilen le za neko 
območje negativnih vrednosti razm em ika o. Poleg 
tega je  očitno še, da druge dinam ične lastnosti si­
stem a razen prožnostne m atrike ležaja ne vplivajo' 
na  njegovo stabilnost.

Vpeljemo poleg razm em ika yj po enačbi (19) še 
razm erje  q

Q =
LP l , 2

LP 2 ,2
(30)

Tedaj je  kritični razm em ik nesim etrije kar

Za ro torje  z mnogimi masnimi točkami, ki so 
poljubno razmeščene po gredi, tak  preprost analiti­
čen izračun seveda n i mogoč.

Izhodna gibalna enačba je  m atrična enačba (21), 
za katero  spet iščemo lastne vrednosti, kakor v 
prejšnjem  poglavju. Že izdelan program  za num e­
rično vrednotenje enačbe (15) je  mogoče uporabiti 
tud i v  tem  prim eru, če le ustrezne veličine izena­
čimo z nič. Tako lahko izračunamo' kritično vred­
nost razm em ika nesim etrije o za sistem s poljubnim 
številom m asnih točk, ki so kakorkoli razmeščene 
po gredi.

P ri najpreprostejšem  enomasnem sistemu smo 
ugotovili, da je  stabilnost gibanja odvisna le od 
vrednosti elem entov prožnostne m atrike ležajev in 
nič od drugih dinam ičnih veličin sistema. Izračuni 
za poljubne sisteme z več masnimi točkami potrju­
jejo  to ugotovitev. Nobena sprememba dinamičnih 
lastnosti ne vpliva na  stabilnost teka, razen seveda, 
če posredno vpliva na spremembo elementov prož­
nostne m atrike ležaja. Tako je  na  sliki 8 prikazan 
kritični razm em ik o za trim asni sistem v odvisnosti 
od razm em ikov xp in g. D iagram  natančna prika­
zuje tud i razmere, ki jih  podaja enačba (31) za naj­
preprostejši enomasni sistem.

M edsebojna razm erja elementov prožnostne m a­
trike ležaja гр, g in  o so odvisna od značilnega ležaj- 
nega števila Л po enačbi (1). P ri danem izdelanem 
ležaju so prem er ležaja D, dolžina ležaja Z, polmer 
ležaja R  in zračnost z  konstante, k i se med obrato­
vanjem  v glavnem  ne spreminjajo. Tudi viskoznost 
maziva u je  med obratovanjem  vsaj približno kon­
stantna. Tedaj je  ležajno število Л le še premoso-



Sl. 8. Kritična stopnja nesimetrije prožnostne matrike 
oljnega filma za trimasni rotor aK v odvisnosti od raz­

merja џ> za različne vrednosti razmerja q

razm em o vrtiln i hitrosti čepa ns in  obratno so­
razm erno statični sili na ležaj Ft. Velikost mas in 
njihova razporeditev na gredi vplivata na velikost 
sile Fr, s tem  pa tud i na A  in na stabilnost sistema.

V prim eru, da so m ase znane in  je  tako  statična 
sila na ležaj Fr konstantna, pa je  ležajno število A 
le še funkcija vrtilne hitrosti čepa oz. v rtilne  hitro­
sti ro torja in se torej z večanjem  v rtilne hitrosti 
veča ležajno število A. Iz diagram a na sliki 3 vi­
dimo, da se pri večanju ležajnega števila A  veča 
razlika med togostma ci,2 in  сг, i, k i im ata od 
neke vrednosti A  dalje tudi različna predznaka. 
Zato imamo p ri rotorju, uležajenem  v drsnih le­
žajih s hidrodinam ičnim  mazanjem, neko vrtilno  
hitrost, nad katero  postane gibanje ro torja nesta­
bilno, ker je  bilo doseženo kritično ležajno število, 
ko elementi prožnostne m atrike ležaja ne  izpolnju­
jejo več pogojev za stabilno gibanje. Ali je  ta  k ri­
tična h itrost v območju delavnih hitrosti, ali pa 
visoko nad njim i, je  odvisno, kakor vidimo, od cele 
vrste dejavnikov. Najbolj problem atično pri izra­
čunavanju kritičnega praga nestabilnosti je  vse­
kakor zanesljivo ugotavljanje elementov prožnostne 
m atrike za ležaj v odvisnosti od ležajnega števila A.

5. SKLEPI

Pojave nestabilnega gibanja ro torjev  zaradi no­
tranjega tren ja  sistema in  zaradi nesim etrične prož­
nosti drsnega ležaja so doslej obravnavali v  glav­
nem na zelo1 poenostavljenih enomasnih sistemih. 
Prikazana metoda omogoča num erično obravnava­

n je  ro torjev  s poljubnim  številom m asnih točk. 
Z variacijo param etrov je  mogoče zasledovati n ji­
hov vpliv na stabilnost sistema. V prim eru, če im a­
mo znane vse dinam ične lastnosti sistema, je  mo­
goče izračunati p rag  nestabilnosti za model, ki se 
dejanskem u ro to rju  precej približuje.

Dobljeni rezultati so predvsem  pomembni kva­
litativno, ker nam  nakazujejo, kako je  odvisna m eja 
stabilnosti od sprememb raznih param etrov sistema. 
V glavnem so potrjeni rezultati poizkusov s tem, da 
so tu  odvisnosti dane bolj pregledno prek  vsega 
območja. Za kvantitativne sklepe je  glavni problem  
v določanju nekaterih  lastnosti sistema. Težave in 
še nerešeni problem i so predvsem  p ri določanju 
razm erja m ed notranjim  in zunanjim  dušenjem  in 
p ri določanju prožnostne m atrike  za oljno plast 
v drsnem  ležaju.
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