
S T R O J N I Š K I  V E S T N I K
LETNIK 20 LJUBLJANA, V SEPTEMBRU 1974 ŠTEVILKA 5

UDK 681.3.06:536.22

TEMPEL — program končnih elementov za izračunavanje
temperaturnih polj
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Postopek končnih elem entov je  koristno uporaben tudi za toplotno analizo strojnih 
delov poljubne oblike s predpisanimi temperaturami ali toplotnim i tokovi na robovih. 
Ta metoda ima odlike glede na druge numerične postopke, pri upoštevanju porazde­
litve toplotnih virov, spremenljivosti lastnosti snovi ter pogojev prestopa toplote na 
mejah. Podrobno sta v tem  članku obdelana primera ravninskih in osnosimetričnih 
problemov prevoda toplote v telesih, k i ju  rešujemo s trikotnim i stenskim i elementi 
oziroma svitki. Ta zasnova je obrodila računalniški program TEMPEL za analizo to­
plotne prevodnosti. Podani so dokazni izračunani primeri v oceno primernosti postopka.

1. UVOD
Prevod toplote v  trdn ih  telesih je  odvisen od 

tem peratu rn ih  razlik, upoštevati pa m oram o tud i 
toplotne v ire v  sami snovi. K adar poznamo razpo­
reditev  teh virov in  dotoka toplote na robovih, lah­
ko z m etodam i nauka o prevajan ju  toplote dolo­
čimo porazdelitve tem peratu r v  stro jn ih  delih. Se­
veda je  ta  opravek težak ali celo jalov, kadar im ajo 
telesa nepravilno obliko. Da bi se izognili težavam, 
izberemo metodo končnih elem entov za obravna­
vanje zastavljenega problem a. Ta tehnika se je  si­
cer najprej udom ačila za potrebe m ehanike, toda 
z njenim  razvojem  in posplošitvami je  postala upo­
rabna tud i za druge problem e polj. V tej razpravi je  
postopek končnih elem entov nam enjen za določe­
vanje prevajan ja toplote v  poljubnih telesih. Obrav­
navano telo razdelim o na sestav z vozlišči poveza­
nih  elementov. Za tak  zbor dobimo1 potem sistem 
navadnih  enačb, če toplotno’ bilanco telesa izrazimo 
z uporabo ustreznih variacijskih načel. K akor izhaja 
iz osnov variacij skega računa, preide osnovna di­
ferencialna enačba skupaj s svojimi robnim i pogoji 
v  ustrezno funkcijo, ki m inim izira ustrezen funk­
tional iskane tem peratu rne porazdelitve.

Sam postopek končnih elementov, s katerim  se 
lotevamo reševanja problem a prevajanja toplote, je 
takšenle:

a) razstavitev telesa na mrežo elementov (sl. 1),
b) izbira ustreznega tem peraturnega modela,
c) izpeljava m atrik  lastnosti elementov,
d) seštevanje m atrik  za celotno strukturo,
e) razrešitev sistema enačb —- določitev iskanih 

tem peratur.
Pri snovanju program a TEMPEL so bili izbrani 

linearni triko tn i končni elem enti z vozlišči v  ogli-

Sl. 1. M reža končnih elem entov v ravnini

ščih. Znotraj teh  elementov, tako ravninskih kakor 
vrteninskih, je  tem peraturni model določen z linear­
no obhko

T = a +  b x  + c y  (1)

ki m ora zadostiti naslednjim  zahtevam
a) vsebovati m ora konstantne vrednosti tem pe­

ratur,
b) obsegati m ora enakom erne gradiente tem pe­

ratur,
c) zagotoviti m ora zveznost porazdelitve v  ele­

m entih in zložnost vrednosti med sosednjimi e le­
menti.

Z upoštevanjem  teh kriterijev  je  bil naš pro­
gram  TEMPEL napisan za raziskovalne potrebe, da 
bi se izognili nakupu komercialnih programov, ki 
jih je  za drag denar mogoče dobiti na tržišču s teh­
ničnimi dobrinami.



2. PREVOD TOPLOTE Z »2-D« KONČNIMI 
ELEMENTI

Časovno odvisno prevajanje toplote v  trdn ih  te ­
lesih zapišemo s parcialno diferencialno enačbo

div (A grad T) + P  = c T  (2)

k jer pomenijo: A toplotno prevodnost, T tem pera­
turo, P  moč toplotnih virov na enoto' prostornine, 
c specifično toploto prostom inske enote. Enačba 
m ora zadostiti danim robnim  in začetnim vredno­
stim.

Oblika izbranega tem peraturnega polja v vsa­
kem od končnih elementov celotnega sestava se da 
izraziti z vrednostm i vozliščnih tem peratur

T  =  [Nj N j N*] {Ti Tj Tkj (3)
Nijk =  (a w  +  bijk ■ X  +  Cijk . y)/2 A  
A  =  i  [х( . (у) — ук) +  X j . (y k — yi) +

+  Xk . (yi —  yj)]
C i —  Х к  V i  Х ј  Ук ,  b i  =  у к  Уј ,  Ci =  X j  -— - X k

a i  =  X i  У к  —  X k  V i ,  b j  =  V i  —  V k ,  Cj =  X k  — X i

ü k  —  X j  V i  X i  V j ,  b k  =  У ј  ' -  Vi ,  Ck —  X i  —  X j

Z vsaditvijo tega modela (3) v  enačbo' (2) lahko s 
procesom, ki je  že dodobra opisan v  literaturi 
[1, 2, 3, 4], dobimo m atrično enačbo'

[K] {T} +  [C] {T} +  {h} =  0 (4)

kjer sta K prevodna in C sprejem ljivostna m atrika, 
medtem ko vektor h  pomeni toplotno breme. 
Posamezni členi v  teh  m atrikah  so

(kjer Si pomeni površine s konvektivnim  presto­
pom toplote s koeficientom a)

Cr, =  2 $  Nr c  Ns dV (6)

hr =  — Л  Nr p  d v  +  Nr q dS2 —
Л  Nr a d  Tz dSi (7)

(kjer S2 pomeni površine s predpisanim  toplotnim 
tokom q in  j e Tz okolišna tem peratura).

3. USTALJENO STANJE 
Enačba (4) se skrči v  zapis

[K] {T} +  {h} =  0 (8)
kjer je

[K] = 2 $ B * A B d V  (9)
z m atriko

B 1 [ b ib jb * ]
- ^ U c / c J  d«)

in vektorjem
h =  — j  P  N* dV (11)

Če vzamemo, da je  toplotna prevodnost nespre­
m enljiva in izotropna in je  toplotna moč v  po­
sameznih elem entih enotna, p reideta enačbi (9) in 
(11) v novo obliko

' bi2 +  C j2  b i  b j  +  C j Cj b i  b k  +  c ,  c * '  

b j 2 + C j 2  b j  b k  +  Cj Ck

. . . .  . . .  bk2 + Ck2 .
in (12)

Za vrteninska telesa m oram o zgornji enačbi (12) 
in (13) pomnožiti z 2 л г 0 (kjer pomeni r0 radij te­
žišč trikotnikov), saj m oram o integracijo izvesti po 
prostornini in  zato tud i v  obodni sm eri 0 <  cp <  2 n.

4. OPIS PROGRAMA
Za zapis program a TEMPEL smo uporabili jezik 

FORTRAN IV, predpisan s standardi ANSI, da ga

Sl. 2. Diagram poteka programa TEM PEL
Podprogram i:
MESH — m reža, NODAL — vozišča, ESHER — slik a  m reže, 
FORMKH — m atrike, BOUND — robni pogoji, SOLVE — re­

šitev, ISOTH — izoterm e, COND =  prevodnost sn ovi



bomo lahko uporabili na  katerem koli fortranskem  
sistemu. Vsebovane sestavine program a so nasled­
n je  (glej diagram  poteka — slika 2):

MAIN — osnovni del program a,
MESH — podatki o mreži in  koordinatah, 
NODAL — oštevilčenje vozlišč in elementov, 
FORMKH -— izračun prevodne m atrike K in 

toplotnih brem en h,
BOUND — upoštevanje robnih pogojev,
SOLVE — razrešitev dobljenega sistem a enačb, 
COND — določitev specifične toplotne prevod­

nosti v  odvisnosti od tem perature in starosti snovi 
(obsevalna doza).

Poleg tega sta na  voljo še dva risalna postopka 
(za vrsto  računalnikov CDC 6000):

ESHER — risan je  m rež z opremo »Kingmatic«,

ISOTH —• določevanje izoterm  s »Kingmatic«.
Od vsega začetka je  metoda končnih elementov 

dajala velike prednosti pri težavnih prim erih ana­
lize. P riprava podatkov za mreže pa je  pri tem  naj­
bolj zamudno opravilo in  velik del truda je bil 
vložen za uvedbo pripomočkov p ri ustvarjan ju  
mrež in preizkušanju njihove pravilnosti. Za prikaz 
rezultatov, tj. izračunanih tem peratur je  p rav  tako 
najustreznejše risanje slik z izotermami z risalni­
kom oziroma z znakovnim  tiskom.

Prav tako  moramo poznati tud i dosegljivo na­
tančnost in to  za značilne problem e pri izbrani 
drobitvi mreže. V vsakem prim eru je  m orebitne na­
pake mogoče oceniti s prim erjavo že znanih rešitev 
oziroma s proučevanjem  konvergence rešitev z raz­
lično gostimi mrežami.

Sl. 3. P orazdelitev izo term  v  palici z vencem  6 luken j

d C U O
d O  = 0

Sl. 4. P orazdelitev izo term  v palici z  vencem  8 luken j



posode
Doslej je  bil program  TEMPEL preizkušen z na­

slednjimi zgledi prevoda toplote:
a) palica (slika 3) z vencem 6 lukenj,
b) palica (slika 4) z vencem 8 lukenj,
c) pokrov dvocevne palice,
d) tlačna posoda iz prednapetega betona (slika 5).
P rva dva zgleda sta značilna prim era ravnin­

skega prevajanja toplote, druga dva pa pom enita 
vrtenine. Rezultati preračuna ravninskih segmen­
tov (a, b) in m eridianske ravnine (d) so podani na 
slikah 3, 4, 5 v  obliki izoterm (črte zveznice točk 
enakih tem peratur).

Računski časi za te  preizkuse so bili na CDC 6400 
približno 130 sekund pri uporabi 840 elementov 
s 490 vozlišči, če je  bilo vključeno1 zapisovanje na 
m agnetni trak  za poznejše grafično risanje. Čisto 
računanje vozliščnih tem peratur je  terja lo  le 55 se­
kund na CDC 6400 (oziroma 5,6 s na CDC 7600). Za 
račun pa je  bilo potrebno 30 000 besed spomina.

5. SKLEP
Obravnavani prim eri pojasnjujejo  zmožnosti 

program a TEMPEL [5]. Raba triko tn ih  končnih ele­
m entov omogoča zadostno prilagajan je krivuljn im  
robovom, prav  tako pa tud i zgoščevanje m rež v 
področjih koncentracij toplotnih tokov in nehom o­
genosti snovi. S predpisovanjem  različnih vrednosti 
lastnosti snovi v  sosednjih elem entih — ne da bi 
se te  m enjale znotraj posameznih elem entov — je 
dosegljiva ustrezna sprem enljivost param etrov  po 
celotni s tru k tu ri strojnega dela.

Najbolj zamuden del postopka je  proces razde­
ljevanja telesa na  mrežo, ki m ora b iti podana v 
obliki brezhibnih vhodnih podatkov. N apake na  
vhodu m orajo b iti odpravljene, da ne bi dobili na­
pačnih rezultatov. Program  TEMPEL im a vgrajenih  
nekaj pasti za no tran je  preizkušanje podatkov, na 
voljo pa so tud i sredstva za vizualno kontrolo na­
risanih izhodnih rezultatov.

Trenutno lahko TEMPEL računa telesa s p red­
pisanimi robnim i tem peraturam i oziroma z ad iabat- 
nimi pogoji (izolacija na sim etrijskih ločnicah). Tak 
prim er nam  zadostuje, saj se sklada z določanjem 
term ičnih napetosti, tako  da bo v  k ra tkem  mogoče 
oba procesa združiti v  enovit program , ki ga bomo 
zastavili n a  izkušnjah z enodim enzionalnim  pro­
gramom  HASSAN [6]. Program  TEMPEL pa za 
zdaj uporabljam o kot sredstvo za pripravo podat­
kov našem u program u term ičnih napetosti BREL 
[7, 8],
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